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Актуальность применения различных функциональных элементов пьезоэлектроники в 
силовых и информационных системах объясняется, прежде всего, их высокой надежностью. 
Одним из основных элементов таких систем является пьезокерамический трансформатор. 
Однако в настоящее время отсутствуют надежные и достоверные методики построения 
математических моделей пьезоэлектрических трансформаторов, которые могли бы 
использоваться в качестве теоретических основ расчета характеристик и параметров этого 
класса функциональных элементов современной пьезоэлектроники.  

Основные положения настоящей статьи можно зафиксировать следующим образом. 
Впервые предлагается не содержащая внутренних противоречий схема построения матема-
тической модели четырехсекционного дискового пьезоэлектрического трансформатора. 
Предложенная схема сохраняет свою логическую конструкцию в широком диапазоне значений 
числа секций. Рассмотрены особенности построения математических моделей многосекцион-
ных трансформаторов, которые возникают при групповом включении секций. По мнению ав-
торов, настоящая статья завершает построение теории пьезоэлектрических трансформа-
торов с радиальными колебаниями в тонких, поляризованных по толщине, пьезокерамических 
дисках.  

Ключевые слова: пьезоэлектрический трансформатор, радиальные колебания, физические 
процессы, математическая модель. 

 
Введение. Актуальность применения 

различных функциональных элементов пьезо-
электроники в силовых и информационных 
системах объясняется, прежде всего, их высо-
кой надежностью [1]. Одним из основных 
элементов таких систем является пьезокера-
мический трансформатор [2].   

Конечной целью математического мо-
делирования физического состояния колеб-
лющихся пьезокерамических элементов явля-
ется качественное и количественное описание 
характеристик и параметров существующих в 
них электрических и упругих полей. В на-
стоящее время отсутствует целостная методи-
ка построения математических моделей пье-
зоэлектрических трансформаторов, которые 
могли бы использоваться в качестве теорети-
ческих основ расчета их характеристик и па-
раметров [3]. Таким образом, актуальность 
разработки физически содержательных мате-
матических моделей дисковых пьезоэлектри-

ческих трансформаторов сохраняется и в на-
стоящее время. 

Чрезвычайно широкие возможности пье-
зотрансформаторов позволяют использовать 
их при создании разнообразных аналоговых и 
дискретных устройств преобразования сигна-
лов. Следует отметить, что на основе пье-
зотрансформаторов возможно создание разно-
образных управляющих устройств, способных 
выполнять различные функции преобразова-
ния сигналов. Для этого в элемент пьезотранс-
форматора вводится дополнительная секция 
электродов, и связь между секциями осущест-
вляется только механическим путем [4].  

Целью данной статьи является показать 
особенности вычисления коэффициентов 
трансформации в трансформаторе с несколь-
кими вторичными электрическими цепями, 
которые возникают из-за акустической связи 
радиальных колебаний в различных областях 
пьезокерамического диска. 
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1. Определение электрических потен-
циалов во вторичных электрических цепях 
многосекционного дискового пьезоэлектри-
ческого трансформатора 

Рассмотрим дисковый пьезоэлектри-
ческий трансформатор, который имеет две и 
более вторичные электрические цепи. Такие 
трансформаторы в дальнейшем будем назы-
вать многосекционными. 

На рис. 1 схематически изображен дис-
ковый трансформатор с тремя кольцевыми 
электродами во вторичных электрических це-
пях. Электрод первичной электрической цепи 
имеет форму круга радиуса ( )2

1R . К нему под-
ключен источник разности электрических по-
тенциалов ti

0eU ω  ( 0U  – амплитуда разности 
электрических потенциалов; 1i −=  – мнимая 
единица; ω  - круговая частота; t  – время). 
Выходное сопротивление источника электри-
ческих потенциалов обозначено на рис. 1 
символом 1Z . Символами 73 Z,...,Z  обозначе-
ны электрические импедансы нагрузок во 
вторичных электрических цепях трансформа-
тора. Диск выполнен из поляризованной по 
толщине пьезокерамики типа ЦТС. Нижняя 
поверхность ( 0z = ) диска полностью элек-
тродирована и заземлена.  

 

 
Рис. 1. Расчетная схема пьезоэлектри-

ческого трансформатора с тремя вторичными 
электрическими цепями 

 

Будем полагать, что амплитудное зна-
чение 0U  входного электрического воздейст-
вия невелико, т. е. минимум на три порядка 
меньше разности потенциалов, которая была 
использована в процессе электрической поля-
ризации диска. При этом пьезоэлектрический 
трансформатор можно рассматривать как ли-
нейную физическую систему, т. е. электри-
ческие потенциалы во вторичных электриче-
ских цепях изменяются во времени также по 
гармоническому закону tie ω . Очевидно, что 
математической моделью показанного на 
рис. 1 пьезокерамического трансформатора 
будет являться набор из трех функций 

 ( ) ( )
0

1n2
1n2 U

U
K

ω
=ω +

+ , 3,2,1n = , (1) 

где ( )ω+1n2K  – коэффициент трансформации в 
n -й вторичной электрической цепи;  

( )ω+1n2U  – падение электрического напряже-

ния на электрической нагрузке 1n2Z +  в n -й 
вторичной электрической цепи. 

Построим выражения для расчета элек-
трических потенциалов ( )ω+1n2U . 

Будем полагать, что круговая частота ω  
принадлежит частотному диапазону, в преде-
лах которого пьезокерамический диск можно 
считать тонким, и утверждать, что его напря-
женно-деформированное состояние определя-
ется в основном радиальными смещениями 
материальных частиц. В этом случае  
физическое состояние пьезоэлектрика в об-
ластях под электродами на поверхности α=z  
определяется обобщенным законом Гука и 
законом электрической поляризации диэлек-
трика с пьезоэлектрическими свойствами, ко-
торые записываются следующими соотноше-
ниями [5]. 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1n2
z31

1n2
12

1n2
11

1n2 Eecc +∗+
ϕϕ

+
ρρ

+
ρρ −ρε+ρε=ρσ , 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1n2
z31

1n2
11

1n2
12

1n2 Eecc +∗+
ϕϕ

+
ρρ

+
ϕϕ −ρε+ρε=ρσ , и 3,2,1,0n = ,  (2) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )1n2
z33

1n21n2
31

1n2
z EeD +∗+

ϕϕ
+

ρρ
∗+ χ+ρε+ρε=ρ ,  (3) 

где ( )( )ρσ +
ρρ

1n2  и ( )( )ρσ +
ϕϕ

1n2  – механические на-
пряжения сжатия-растяжения в области 

1n2 +  вдоль радиальной и окружной осей ци-

линдрической системы координат z,,ϕρ  

(рис. 1) соответственно; ( ) E
33

2E
12

E
1111 cccc −=  
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и ( )E
33

E
12

E
1212 cc1cc −=  - модули упругости 

для режима планарных (радиальных) колеба-
ний тонкого пьезокерамического диска; 

( ) ( ) ( ) ( ) ρ∂ρ∂=ρε +
ρ

+
ρρ

1n21n2 u  и 
( )( ) ( )( ) ρρ=ρε +

ρ
+

ϕϕ
1n21n2 u  - деформации сжатия-

растяжения вдоль радиальной и окружной 
оси; ( )( )ρ+

ρ
1n2u  - радиальное смещение матери-

альных частиц пьезокерамического диска. 
Символами E

33
E
12333131 cceee −=∗  и 

E
33

2
333333 ce+χ=χ ε∗  обозначены пьезоэлектри-

ческий модуль и диэлектрическая проницае-
мость для режима планарных колебаний. 
Символом ( )1n2

zE +  в соотношениях (2) и (3) 
обозначена напряженность электрического 
поля под 1n2 + -ым электродом; ( ) ( )ρ+1n2

zD   - 
аксиальный компонент вектора электрической 
индукции. Матрицы материальных констант 

Ecβλ , βke  и εχ ij  поляризованной в направлении 
координатной оси Oz  пьезокерамики приве-
дены в работе [5]. Там же показано, что 

( ) ( ) αω−= +
+

1n2
1n2

z UE . 
Для кольцевых областей с четными но-

мерами 8,6,4,2m = , поверхности α=z  не 
покрыты слоем металла, электрическая ин-
дукция ( ) ( ) 0D m

z =ρ , а механические напряже-
ния ( ) ( )ρσρρ

m  и ( ) ( )ρσϕϕ
m  определяются следую-

щим образом: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

ρ

ρ
+

ρ∂

ρ∂
=ρσ ρρ

ρρ

m
D
12

m
D
11

m u
c

u
c , 

 ( ) ( )
( )( ) ( )( )

ρ

ρ
+

ρ∂

ρ∂
=ρσ ρρ

ϕϕ

m
D
11

m
D
12

m u
c

u
c ,  (4) 

где ( ) ∗∗ χ+= 33
2

3111
D
11 ecc , ( ) ∗∗ χ+= 33

2
3112

D
12 ecc   

– модули упругости тонкого пьезокерамиче-
ского диска в режиме постоянства (равенства 
нулю) электрической индукции. 

Амплитуды электрических токов 
( )ω+1n2I  во вторичных электрических цепях 

пьезоэлектрического трансформатора опреде-
ляются скоростью изменения электрического 
заряда ( )ω+1n2Q  на ( )1n2 + -ом кольцевом 
электроде, причем 

 ( ) ( )ωω−=ω ++ 1n21n2 QiI , 3,2,1n = .  (5) 

Амплитудные значения электрических 
зарядов 

( ) ( ) ( )
( )

( )

∫
+

+

+

ρρρπ=ω +
+

2n2
1n2

n2
1n2

R

R

1n2
z1n2 dD2Q , 3,2,1n = , 

где ( )n2
1n2R +  и ( )2n2

1n2R +
+  - левая и правая границы 

кольцевой области под электродом  номера 
1n2 +  (рис. 1). Поскольку 

( )( ) ( )( )[ ] ( )
α

ω
χ−ρρ

ρ∂
∂

ρ
=ρ +∗+

ρ
∗+ 1n2

33
1n2

31
1n2

z
U

u1eD , 

постольку  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( )ω−−π=ω +
∗

++
+

ρ+
+

+
+

ρ
+

+
∗

+ 1n21n2
n2

1n2
1n2n2

1n2
2n2

1n2
1n22n2

1n2311n2 UCRuRRuRe2Q , 

где ( )( ) ( )( ) αχ



 −π= ∗

+
+

+
∗

+ 33
2n2

1n2
22n2

1n21n2 RRC  – 

электрическая емкость ( )1n2 + -го кольцевого 
электрода. 

Выражение для расчета электрического 
заряда на ( )1n2 + -ом электроде можно запи-
сать в следующем виде 

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] −−





 −χ

π
=ω +

+
ρ+

+
+

+
ρ

+
+

+
+

+
∗

∗
+

∗

+
n2

1n2
1n2n2

1n2
2n2

1n2
1n22n2

1n22n2
1n2

22n2
1n233

1n231
1n2 RuRRuR

RR

Ce2
Q  

 ( )ω− +
∗

+ 1n21n2 UC .  (6) 
Так как ( ) 1n21n21n2 ZIU +++ =ω  ( 3,2,1n = ), 

то, после подстановки выражения (6) в опре-
деление (5) электрического тока 1n2I + , можно 
записать 

 ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]n2
1n2

1n2n2
1n2

2n2
1n2

1n22n2
1n22n2

1n2
22n2

1n233

1n231
1n2 RuRRuR

RR

fe2
U +

+
ρ+

+
+

+
ρ

+
+

+
+

+
∗

+
∗

+ −





 −χ

ωπ
=ω ,  (7) 
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где ( ) [ ]1n21n21n21n21n2 ZCi1ZCif +
∗

++
∗

++ ω−ω−=ω  
- функция включения ( )1n2 + -го кольцевого 
электрода во вторичную электрическую цепь. 

Для того, чтобы наполнить соотноше-
ния (7) конкретным содержанием, необходи-
мо корректно определить радиальные смеще-
ния в различных областях пьезокерамическо-
го диска. 

2. Определение радиальных смещений 
материальных частиц диска и построение 
математической модели многосекционного 
трансформатора 

Радиальные смещения ( ) ( )ρρ
ku  

( 8,...,2,1k = ) во всех областях диска удовле-
творяют одному и тому уравнению устано-
вившихся радиальных колебаний тонкого пье-
зокерамического диска, которое можно запи-
сать в следующем виде 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) 0u1 k2
0

kk
k

=ρωρ+ρσ−ρσ
ρ

+
ρ∂

ρσ∂
ρϕϕρρ

ρρ ,  

 8,...,2,1k = ,  (8) 
где 0ρ  – плотность пьезокерамики; ( )( )ρσρρ

k  и 
( ) ( )ρσϕϕ
k  – нормальные механические напряже-

ния в k -ой по номеру области пьезокерамиче-
ского диска, определенные соотношениями 

(2) для областей нечетных номеров (рис. 1) и 
формулами (4) для кольцевых областей с чет-
ными номерами. 

Для единообразного описания механи-
ческих напряжений ( )( )ρσ +

ρρ
1n2  и ( )( )ρσ +

ϕϕ
1n2  

( 3,2,1,0n = ) в областях под электродами,  
будем полагать, что амплитудное значение 
потенциала на электроде первичной электри-
ческой цепи является известной величиной 

1U , которая определяется стандартным соот-
ношением: 

 
( )

( )1
эл1

1
эл0

1 ZZ
ZUU

+
= ,  (9) 

где ( )1
элZ  – электрический импеданс первой об-

ласти пьезокерамического диска. 
Так как ( ) ( ) αω−= +

+
1n2

1n2
z UE  

( 3,2,1,0n = ), а деформации 
( ) ( ) ( ) ( ) ρ∂ρ∂=ρε +

ρ
+

ρρ
1n21n2 u  и 

( )( ) ( )( ) ρρ=ρε +
ρ

+
ϕϕ

1n21n2 u , то выражения (2) мож-
но записать в следующем виде 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )












ω

α
+

ρ

ρ
ξ+

ρ∂

ρ∂
=ρσ +

∗+
ρ

+
ρ+

ρρ 1n2
11

31
1n21n2

11
1n2 U

c
euu

c , 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )












ω

α
+

ρ

ρ
+

ρ∂

ρ∂
ξ=ρσ +

∗+
ρ

+
ρ+

ϕϕ 1n2
11

31
1n21n2

11
1n2 U

c
euu

c , (10) 

где 1cc 1112 <=ξ  - безразмерный параметр. 
Подставляя выражения (10) в уравнение 

(8), получаем следующую конструкцию 

 
( ) ( )

( )[ ] ( ) 0u1k
uu 1n22

1n2

2

1n22
2 =−ρ+

ρ∂

∂
ρ+

ρ∂

∂
ρ +

ρ

+
ρ

+
ρ , (11) 

где 011ck ρω=  - волновое число радиаль-
ных колебаний в 1n2 + -ой области под соот-
ветствующим электродом. Решение уравне-

ния (11) для областей электрического диска 
под электродами имеют следующий вид: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
111

1 R,0kJAu ∈ρ∀ρ=ρρ , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]4
3

2
31514

3 R,RkNAkJAu ∈ρ∀ρ+ρ=ρρ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]6
5

4
51918

5 R,RkNAkJAu ∈ρ∀ρ+ρ=ρρ , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]8
7

6
7113112

7 R,RkNAkJAu ∈ρ∀ρ+ρ=ρρ , (12) 
где 131 A,...,A  - подлежащие определению 
константы; ( )ρkJ1  и ( )ρkN1  - функции Бесселя 
и Неймана первого порядка. 

Подстановка выражений (4) в уравнение 
установившихся радиальных колебаний (8) 
позволяет привести его к следующему виду 

( ) ( )
( )[ ] ( ) 0u1

uu m2
m

2

m2
2 =−γρ+

ρ∂

∂
ρ+

ρ∂

∂
ρ ρ

ρρ , 

 8,6,4,2m = ,  (13) 

где 0
D
11c ρω=γ  - волновое число радиаль-

ных колебаний в неэлектродированных коль-
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цевых областях диска. Решения уравнения 
(13) для этих областей имеют вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
3

2
11312

2 R,RNAJAu ∈ρ∀γρ+γρ=ρρ , 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]4

5
4

31716
4 R,RNAJAu ∈ρ∀γρ+γρ=ρρ , 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]6
7

6
5111110

6 R,RNAJAu ∈ρ∀γρ+γρ=ρρ , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]R,RNAJAu 8

7115114
8 ∈ρ∀γρ+γρ=ρρ , (14) 

где 152 A,...,A  - подлежащие определению 
константы; ( )γρ1J  и ( )γρ1N  - по-прежнему 
функции Бесселя и Неймана. 

Единственное (однозначное) описание 
смещений ( )( )ρ+

ρ
1n2u  ( 3,2,1,0n = ) и ( )( )ρρ

mu  
( 8,6,4,2m = ) предполагает корректное опре-

деление всех пятнадцати констант 151 A,...,A . 
На условных границах разделения об-

ластей, т. е. на окружностях ( )m
1n2R +  

( 3,2,1,0n = ; 8,6,4,2m = ) должны выполнять-
ся условия кинематического и динамического 
сопряжения напряженно-деформированного 
состояния в области под электродом и в об-
ласти без электродирования верхней поверх-
ности α=z  пьезоэлектрического диска. Эти 
условия записываются следующими соотно-
шениями: 

 
( )( ) ( )( ) ( )m

1n2
m1n2 R0uu +ρ

+
ρ =ρ∀=ρ−ρ , 
( )( ) ( )( ) ( )m

1n2
m1n2 R0 +ρρ

+
ρρ =ρ∀=ρσ−ρσ .     (15) 

 
Не трудно подсчитать (рис. 1), что ус-

ловных границ раздела ( )m
1n2R +  кольцевых об-

ластей диска всего семь. Следовательно, ус-
ловия сопряжения (15) образуют всего четыр-
надцать уравнений, в которых содержится 
пятнадцать искомых констант 151 A,...,A . Не-
достающее, пятнадцатое, уравнение доставля-
ет условие на границе R=ρ  пьезокерамиче-
ского диска. Будем полагать, что на контуре 

R=ρ  реализовано абсолютно мягкое закреп-
ление диска. При этом, согласно третьему за-
кону Ньютона, должно выполняться условие 
 ( )( ) 0R8 =σρρ .  (16) 

Подставляя решения (12) и (14) в соот-
ношения (2) и (4), получаем следующие вы-
ражения для расчета нормальных напряже-
ний ( )( )ρσρρ

k : 

( ) ( ) ( ) ( )












α
+








ρ

ρ
ξ−

−ρ=ρσ
∗

ρρ kc
UekJ

k
1kJAkc

11

131
10111

1 , 

( )( ) ( ) ( ) +












ρ

ρ
ξ−

−ρ=ρσ +
ρρ kJ

k
1kJAkc 10n411

1n2  

( ) ( )






α
+








ρ

ρ
ξ−

−ρ+ +
∗

+ kc
Ue

kN
k

1kNA
11

1n231
101n4 ,   3,2,1n = , 

( ) ( ) ( ) ( ) +












γρ

γρ
ξ−

−γργ=ρσ −ρρ 1
1

02m4
D
11

m2 J1JAc  

 ( ) ( )












γρ

γρ
ξ−

−γρ+ − 1
1

01m4 N1NA , 4,3,2,1m = ,  (17) 

где 1112 cc=ξ ; D
11

D
121 cc=ξ . 

Подставляя решения (12), (14) и опре-
деления (17) в условия (15) и (16), получаем 
неоднородную систему из пятнадцати линей-
ных алгебраических уравнений, в которых 
содержится пятнадцать искомых констант 

151 A,...,A . Очевидно, что эта система уравне-
ний разрешается относительно искомых кон-
стант единственным образом. В общем виде 

эта система уравнений может быть записана 
следующим образом: 
 ( )

jk
k
j PAm = , 15,...,2,1k,j = ,  (18) 

где предполагается суммирование по дважды 
повторяющемуся индексу k . 

Определитель 0D  системы уравнений 
(18) является определителем ленточной матри-
цы ( )k

j0 mM = , ненулевые элементы ( )k
jm  ( j  - 

номер строки; k  - номер столбца) которой со-
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средоточены в окрестности диагонали, прове-
денной из левого верхнего угла в правый ниж-
ний угол. Ненулевые элементы матрицы 0M  
определяются следующими соотношениями: 

 
( ) ( )( )2

11
1

1 kRJm = ; ( ) ( )( )2
11

2
1 RJm γ−= ; 

( ) ( )( )2
11

3
1 RNm γ−= ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )2
112

1

2
10

1
2 kRJ

kR
1kRJm ξ−

−= ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη−= 2

112
1

12
10

2
2 RJ

R
1RJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη−= 2

112
1

12
10

3
2 RN

R
1RNm ; 

kc
c

11

D
11γ

=η ; 

( ) ( )( )2
31

2
3 RJm γ= ; ( ) ( )( )2

31
3

3 RNm γ= ; 
( ) ( )( )2

31
4

3 kRJm −= ; ( ) ( )( )2
31

5
3 kRNm −= ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη= 2

312
3

12
30

2
4 RJ

R
1RJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη= 2

312
3

12
30

3
4 RN

R
1RNm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−−= 2

312
3

2
30

4
4 kRJ

kR
1kRJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−−= 2

312
3

2
30

5
4 kRN

kR
1kRNm ; 

( ) ( )( )4
31

4
5 kRJm = ; ( ) ( )( )4

31
5

5 kRNm = ; 
( ) ( )( )4

31
6

5 RJm γ−= ; ( ) ( )( )4
31

7
5 RNm γ−= ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−= 4

314
3

4
30

4
6 kRJ

kR
1kRJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−= 4

314
3

4
30

5
6 kRN

kR
1kRNm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη−= 4

314
3

14
30

6
6 RJ

R
1RJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη−= 4

314
3

14
30

7
6 RN

R
1RNm ; 

( ) ( )( )4
51

6
7 RJm γ= ; ( ) ( )( )4

51
7

7 RNm γ= ; 
( ) ( )( )4

51
8

7 kRJm −= ; ( ) ( )( )4
51

9
7 kRNm −= ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη= 4

514
5

14
50

6
8 RJ

R
1RJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη= 4

514
5

14
50

7
8 RN

R
1RNm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−−= 4

514
5

4
50

8
8 kRJ

kR
1kRJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−−= 4

514
5

4
50

9
8 kRN

kR
1kRNm ; 

( ) ( )( )6
51

8
9 kRJm = ; ( ) ( )( )6

51
9

9 kRNm = ; 
( ) ( )( )6

51
10
9 RJm γ−= ; ( ) ( )( )6

51
11
9 RNm γ−= ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−= 6

516
5

6
50

8
10 kRJ

kR
1kRJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−= 6

516
5

6
50

9
10 kRN

kR
1kRNm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη−= 6

516
5

16
50

10
10 RJ

R
1RJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη−= 6

516
5

16
50

11
10 RN

R
1RNm ; 

( ) ( )( )6
71

10
11 RJm γ= ; ( ) ( )( )6

71
11

11 RNm γ= ; 
( ) ( )( )6

71
12

11 kRJm −= ; ( ) ( )( )6
71

13
11 kRNm −= ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη= 6

716
7

16
70

10
12 RJ

R
1RJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη= 6

716
7

16
70

11
12 RN

R
1RNm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−−= 6

716
7

6
70

12
12 kRJ

kR
1kRJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−−= 6

716
7

6
70

13
12 kRN

kR
1kRNm ; 

( ) ( )( )8
71

12
13 kRJm = ; ( ) ( )( )8

71
13

13 kRNm = ; 
( ) ( )( )8

71
14

13 RJm γ−= ; ( ) ( )( )8
71

15
13 RNm γ−= ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−= 8

718
7

8
70

12
14 kRJ

kR
1kRJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )











 ξ−
−= 8

718
7

8
70

13
14 kRN

kR
1kRNm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη−= 8

718
7

18
70

14
14 RJ

R
1RJm ; 

( ) ( )( ) ( )
( )( )












γ

γ

ξ−
−γη−= 8

718
7

18
70

15
14 RN

R
1RNm ; 

( ) ( ) ( )







γ

γ
ξ−

−γ= RJ
R

1RJm 1
1

0
14

15 ; 

( ) ( ) ( )







γ

γ
ξ−

−γ= RN
R

1RNm 1
1

0
15

15 .  



Серія: Технічні науки 1/2017 

 17 

Правые части jP  системы уравнений 
(18) определяются следующим образом: 

0PPPPPPPP 15131197531 ======== ; 
( )α−= ∗ kcUeP 111312 ; ( )α= ∗ kcUeP 113314 ; 
( )α−= ∗ kcUeP 113316 ; ( )α= ∗ kcUeP 115318 ; 
( )α−= ∗ kcUeP 1153110 ; ( )α= ∗ kcUeP 1173112 ; 

( )α−= ∗ kcUeP 1173114 . 

Решения системы уравнений (18) для 
коэффициентов 1A , n4A  и 1n4A +  ( 3,2,1n = ), 
которые определяют радиальные смещения 
материальных частиц пьезокерамического 
диска в областях номера 1n2 +  записываются 
в следующем виде:  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]14,12
17

10,8
15

6,4
13

2
11

011

31
1 NUNUNUMU

Dkc
eA +++

α
=

∗

, 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]14,12
n47

10,8
n45

6,4
n43

2
n41

011

31
n4 NUNUNUMU

Dkc
eA +++−

α
=

∗

, 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]14,12
1n47

10,8
1n45

6,4
1n43

2
1n41

011

31
1n4 NUNUNUMU

Dkc
eA ++++

∗

+ +++
α

= , (19)

где ( )k
jM  - алгебраическое дополнение, кото-

рое получается из матрицы 0M  путем вычер-
кивания j -ой строки и k -го столбца; 

( ) ( ) ( )6
1

4
1

6,4
1 MMN +−= ; ( ) ( ) ( )10

1
8

1
10,8

1 MMN +−= ; 
( ) ( ) ( )14

1
12

1
14,12

1 MMN +−= ; ( ) ( ) ( )6
n4

4
n4

6,4
n4 MMN −= ; 

( ) ( ) ( )6
n4

4
n4

6,4
n4 MMN −= ; ( ) ( ) ( )10

n4
8
n4

10,8
n4 MMN −= ; 

( ) ( ) ( )14
n4

12
n4

14,12
n4 MMN −= ; ( ) ( ) ( )6

1n4
4

1n4
6,4

1n4 MMN +++ +−= ; 
( ) ( ) ( )10

1n4
8

1n4
10,8

1n4 MMN +++ +−= ; 
( ) ( ) ( )14

1n4
12

1n4
14,12
1n4 MMN +++ +−= . 
Из записи соотношений (19) отчетливо 

видно, что все коэффициенты 1A , n4A  и 
1n4A +  зависят от всех электрических потен-

циалов 1n2U +  ( 3,2,1,0n = ). Из этого факта 

следует, что все потенциалы 1n2U +  связаны 
между собой линейной зависимостью. Это 
вполне ожидаемо и закономерно, поскольку 
потенциалы 1n2U +  определяются радиальны-
ми колебаниями различных областей, которые 
в совокупности своей составляют единое це-
лое – пьезокерамический диск. Для того, что-
бы записать линейные зависимости между 
потенциалами 1n2U +  в явном виде, обратимся 
к ранее полученным соотношениям (7). 

Подставляя в соотношения (7) решения 
(12), в которых коэффициенты 1A , n4A  и 

1n4A +  определены выражениями (19), получа-
ем следующие линейные уравнения: 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )R,kFUR,kFUR,kFUR,kFUU 1n2
77

1n2
55

1n2
33

1n2
111n2

++++
+ +++= , (20) 

где  
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]2

1n4
2n2

1n2
n2

1n21
2
n4

2n2
1n2

n2
1n21

1n2
0

1n2
1 MR,R,kNMR,R,kJFR,kF +

+
++

+
++

++ +−= ; 
 

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )

0
2n2

1n2
22n2

1n2
n2

1n2

1n2
2
311n2

0
DkRRR1

fK2
F

+
+

+
++

++







 −

ω
= ;  

( )
1133

2
312

31 c
eK
∗

∗

χ
=  - квадрат коэффициента элек-

тромеханической связи для режима радиаль-
ных колебаний в тонком пьезокерамическом 
диске; 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2n2
1n2

n2
1n21

n2
1n2

2n2
1n21

2n2
1n2

n2
1n21 RkRJRkRJR,R,kJ +

+++
+

+
+

++ −= ; 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2n2

1n2
n2

1n21
n2

1n2
2n2

1n21
2n2

1n2
n2

1n21 RkRNRkRNR,R,kN +
+++

+
+

+
++ −= ; 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]6,4
1n4

2n2
1n2

n2
1n21

6,4
n4

2n2
1n2

n2
1n21

1n2
0

1n2
3 NR,R,kNNR,R,kJFR,kF +

+
++

+
++

++ += ; 
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]10,8

1n4
2n2

1n2
n2

1n21
10,8

n4
2n2

1n2
n2

1n21
1n2

0
1n2

5 NR,R,kNNR,R,kJFR,kF +
+

++
+

++
++ += ; 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]14,12
1n4

2n2
1n2

n2
1n21

14,12
n4

2n2
1n2

n2
1n21

1n2
0

1n2
7 NR,R,kNNR,R,kJFR,kF +

+
++

+
++

++ += . 
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Систему из трех соотношений (20) можно записать в следующем виде: 
( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( ) ( ) ( )R,kFUR,kFUR,kFU1R,kFU 3

11
3

77
3

55
3

33 −=++− , 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( )R,kFUR,kFU1R,kFUR,kFU 5

11
5

77
5

55
5

33 −=+−+ , 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( )R,kFU1R,kFUR,kFUR,kFU 7

11
7

77
7

55
7

33 −=−++ . (21) 
Совершенно ясно, что система уравне-

ний (21) позволяет единственным образом 
определить потенциалы 3U , 5U  и 7U  через 
потенциал 1U . Решение системы уравнений 
(21) можно записать в следующем виде: 
 ( )R,kUU 1n211n2 ++ Ψ−= , 3,2,1n = ,  (22) 

где безразмерная частотно зависимая функция 
( ) ( ) ( )R,kR,kR,k 01n21n2 ΞΞ=Ψ ++ ; функции 

( )R,k0Ξ  и ( )R,k1n2 +Ξ  определяются следую-
щим образом: 

( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) 1R,kFR,kFR,kF

R,kF1R,kFR,kF
R,kFR,kF1R,kF

detR,k
7

7
7

5
7

3

5
7

5
5

5
3

3
7

3
5

3
3

0

−
−

−
=Ξ ; 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 1R,kFR,kFR,kF

R,kF1R,kFR,kF
R,kFR,kFR,kF

detR,k
7

7
7

5
7

1

5
7

5
5

5
1

3
7

3
5

3
1

3

−
−=Ξ ; 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 1R,kFR,kFR,kF

R,kFR,kFR,kF
R,kFR,kF1R,kF

detR,k
7

7
7

1
7

3

5
7

5
1

5
3

3
7

3
1

3
3

5

−

−
=Ξ ; 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )R,kFR,kFR,kF

R,kF1R,kFR,kF
R,kFR,kF1R,kF

detR,k
7

1
7

5
7

3

5
1

5
5

5
3

3
1

3
5

3
3

7 −
−

=Ξ .

Для того, чтобы определить потенциал 
1U , необходимо рассчитать электрический 

импеданс ( )1
элZ  области №1, т. е. круговой об-

ласти пьезокерамического диска под электро-
дом первичной электрической цепи. 

 

Очевидно, что ( )
11

1
эл IUZ = , где 1I  - ам-

плитуда электрического тока в первичной 
электрической цепи. Ранее [5] было показано, 
что ( )ωω−= 11 QiI , где ( )ω1Q  - амплитудное 
значение электрического заряда на электроде 
первичной электрической цепи. Так как 

 ( ) ( )( )
( )

( )( )[ ]
( )

∫∫ ρ












α
χ−ρρ

ρ∂
∂

ρ
ρπ=ρρρπ=ω ∗

ρ

∗
2

1
2

1 R

0

1
33

131

R

0

1
z1 dUue2dD2Q ,

то, принимая во внимание, что ( ) ( ) ( )ρ=ρρ kJAu 11
1 , можно записать 

 ( ) ( )
( )( ) ( )[ ]1R,kUCUkRJA

R
e2CQ 1111

2
1112

133

31
11 −Ψ=












−

χ

α
=ω ∗

∗

∗
∗ , (23) 

где ( )( ) αχπ= ∗∗
33

22
11 RC  - динамическая элек-

трическая емкость области под круговым 
электродом первичной электрической цепи; 

( )R,k1Ψ  - безразмерная функция, числовые 
значения которой рассчитываются по  
формуле 

( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]14,12

17
10,8

15
6,4

13
2

1
0

2
1

2
11

2
31

1 NR,kNR,kNR,kM
DkR
kRJK2

R,k Ψ−Ψ−Ψ−=Ψ . 

Подставляя выражение (23) в определе-
ние амплитудного значения тока 1I , а полу-

ченный результат – в формулу для расчета 
электрического импеданса ( )1

элZ , получаем 
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 ( )
( )[ ]1R,kCi

1Z
11

1
эл

−Ψω−
=

∗
.  (24) 

Подставляя выражение (24) в определе-
ние (9) потенциала 1U , получаем следующую 
расчетную формулу 

( )[ ]1R,kZCi1
UU

111

0
1

−Ψω−
=

∗
. 

Подставляя последнее выражение в 
формулу (22), получаем 

( ) ( )
( )[ ]1R,kZCi1

R,kU
U

111

1n20
1n2

−Ψω−

Ψ
−=ω

∗
+

+ , 3,2,1n = . 

Из последних равенств следуют опреде-
ления компонентов ( )ω+1n2K  математической 
модели многосекционного пьезокерамическо-
го трансформатора: 

 ( ) ( )
( )[ ]1R,kZCi1

R,k
K

111

1n2
1n2

−Ψω−

Ψ
−=ω

∗
+

+ , 3,2,1n = . (25) 

Выражение (25) отличается от всех из-
вестных, полученных другими авторами ре-
зультатов, тем, что оно построено с учетом 
акустической обратной связи, которая суще-
ствует между областью под электродом пер-
вичной электрической цепи и всеми без ис-
ключения областями, расположенными под 
электродами вторичных электрических цепей. 

3. Математическое моделирование 
многосекционного дискового пьезоэлектри-
ческого трансформатора при групповом 
включении секций 

В некоторых случаях оказывается целе-
сообразным групповое включение секций 
многосекционного дискового пьезоэлектриче-
ского трансформатора. 

Рассмотрим возникающие в этих ситуа-
циях особенности расчета коэффициентов 
трансформации. 

На рис. 2, а показана расчетная схема 
четырехсекционного пьезоэлектрического 
трансформатора, у которого в первичную 
электрическую цепь включены два электрода. 
Подобное включение позволяет, в принципе, 
увеличить мощность сигналов во вторичных 
электрических цепях. Два других кольцевых 
электрода включены в две различные вторич-
ные электрические цепи. 

Расчет коэффициентов трансформации 
( )ω+1n2K  ( 3;1n = ) трансформатора, показан-

ного на рис. 2, а, выполняется по схеме, кото-
рая описана в разделе 2. 

Прежде всего, вводим потенциал 1U  
(рис. 2, а), который, очевидно, определяется 
следующим образом 

 
( )

( )5,1
эл1

5,1
эл0

1 ZZ
ZUU

+
= ,  (26) 

где ( )5,1
элZ  – электрический импеданс, образо-

ванный параллельным включением электри-
ческих импедансов ( )1

элZ  и ( )5
элZ  областей №1 и 

№5 дискового трансформатора. Очевидно, что 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )5

эл
1
эл

5
эл

1
эл

5,1
эл ZZZZZ += . 

 
Рис. 2. Расчетные схемы многосекционных пье-
зоэлектрических трансформаторов с группо-

выми включениями секций 
 
Затем определяются коэффициенты 1A , 

n4A  и 1n4A +  ( 3,2,1n = ), которые формируют 
общие решения (12), т. е. радиальные смеще-
ния ( )( )ρ+

ρ
1n2u  ( 3,2,1,0n = ) материальных час-

тиц в областях диска под электродами. Коэф-
фициенты 1A , n4A  и 1n4A +  ( 3,2,1n = ) зада-
ются следующими выражениями 
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( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]14,12
17

6,4
13

10,8
1

2
11

011

31
1 NUNUNMU

Dkc
eA +++

α
=

∗

, 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]14,12
n47

6,4
n43

10,8
n4

2
n41

011

31
n4 NUNUNMU

Dkc
eA +++−

α
=

∗

, 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]14,12
1n47

6,4
1n43

10,8
1n4

2
1n41

011

31
1n4 NUNUNMU

Dkc
eA ++++

∗

+ +++
α

= , (27) 

где величины 0D , ( )2
kM , ( )6,4

kN , ( )10,8
kN  и ( )14,12

kN  
( 1n4;n4;1k += ; 3,2,1n = ) определены в 
комментариях к выражениям. 

Подстановка коэффициентов 1A , n4A  и 

1n4A +  в соотношения в соотношения (7) для 
расчета потенциалов 1n2U +  ( 3;1n = ) дает сле-
дующие результаты: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )R,kFUR,kFUR,kFUU 1n2
77

1n2
33

1n2
111n2

+++
+ ++= , (28) 

 
где  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]10,8
1n4

2
1n4

2n2
1n2

n2
1n21

10,8
n4

2
n4

2n2
1n2

n2
1n21

1n2
0

1n2
1 NMR,R,kNNMR,R,kJFR,kF ++

+
++

+
++

++ +++−= ;

функции ( )( )R,kF 1n2
3

+  и ( )( )R,kF 1n2
7

+  описаны в 
комментариях к формуле (20). 

Из общего определения (28) следует, 
что 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )( )R,kFUR,kFU1R,kFU 3
11

3
77

3
33 −=+− , 

( )( ) ( )( )[ ] ( )( )R,kFU1R,kFUR,kFU 7
11

7
77

7
33 −=−+ .(29) 
Решение системы уравнений (29) можно 

представить в следующем виде: 
 ( )R,kUU 313 Ψ−= , ( )R,kUU 717 Ψ−= , (30) 
где  

( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( ){ }R,kFR,kF1R,kFR,kF
D
1R,k 3

7
7

1
7

7
3

1
2

3 −−=Ψ ; 

( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( ){ }R,kFR,kF1R,kFR,kF
D
1R,k 3

1
7

3
3

3
7

1
2

7 −−=Ψ ; 

( )( )[ ] ( )( )[ ] ( )( ) ( )( )R,kFR,kF1R,kF1R,kFD 7
3

3
7

7
7

3
32 −−−= . 

Электрические импедансы ( )1
элZ  и ( )5

элZ  
определяются стандартным образом: 

( )
k1

k
эл IUZ =  ( 5,1k = ), где амплитудные значе-

ния токов kk QiI ω−= . При этом электрические 

заряды 1Q  и 5Q  на электродах первичной 
электрической цепи задаются следующими 
выражениями: 

( ) ( )
( )

( )( )[ ]
( )

=ρ












α
χ−ρρ

ρ∂
∂

ρ
ρπ=ρρρπ= ∫∫ ∗

ρ

∗
2

1
2

1 R

0

1
33

131

R

0

1
z1 dUue2dD2Q  

( )[ ]1R,kUC 111 −Ψ= ∗ ; 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] −−π=ρρρπ= ρρ
∗∫ 4

5
54

5
6

5
56

531

R

R

5
z5 RuRRuRe2dD2Q

6
5

4
5

 

 ( )( ) ( )( ) ( )[ ]1R,kUCURR 515
1

33
24

5
26

5 −Ψ=
α

χ



 −π− ∗∗ ,  (31) 

где ( )( ) αχπ= ∗∗
33

22
11 RC  и 

( )( ) ( )( )
α

χ




 −π=

∗
∗ 3324

5
26

55 RRC  – электрические 

емкости областей диска под электродами №1 

и №5; частотно зависимые безразмерные 
функции ( )R,k1Ψ  и ( )R,k5Ψ  рассчитываются 
по формулам: 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]14,12

17
6,4

13
10,8

1
2

1
2

11
0

2
1

2
31

1 NR,kNR,kNMkRJ
DkR

K2R,k Ψ−Ψ−+=Ψ ; 



Серія: Технічні науки 1/2017 

 21 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )[{ −+−





 −

=Ψ 10,8
8

2
8

6
5

4
5126

5
4

50
6

5

2
31

5 NMR,R,kJ
RR1DkR

K2R,k  

( ) ( ) ( ) ( ) ] ( ) ( )( )×+Ψ−Ψ− 6
5

4
51

14,12
87

6,4
83 R,R,kNNR,kNR,k  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]}14,12
97

6,4
93

10,8
9

2
9 NR,kNR,kNM Ψ−Ψ−+× ; 

0D  - определитель системы уравнений (18); 
остальные величины определены в коммента-
риях к выражениям (19) и (20). 

Так как 
( )

( )[ ]1R,kCi
1Z
11

1
эл

−Ψω−
=

∗
, 

( )
( )[ ]1R,kCi

1Z
55

5
эл

−Ψω−
=

∗
, 

то 
( )

( ) ( ) ( )[ ]{ }1R,kCC1R,kCi
1Z

51511

5,1
эл

−Ψ+−Ψω−
=

∗∗∗
, 

и потенциал 

 
( ) ( ) ( )[ ]{ }1R,kCC1R,kZCi1

UU
515111

0
1

−Ψ+−Ψω−
=

∗∗∗
. (32) 

Подстановка выражения (32) в соотношения (30), позволяет записать их в следующем 
виде 

( )
( ) ( ) ( )[ ]{ }1R,kCC1R,kZCi1

R,kU
U

515111

1n20
1n2

−Ψ+−Ψω−

Ψ
−=

∗∗∗
+

+ , ( 3;1n = ). 

Из последней записи следует, что 

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]{ }1R,kCC1R,kZCi1

R,k
K

515111

1n2
1n2

−Ψ+−Ψω−

Ψ
−=ω

∗∗∗
+

+ , ( 3;1n = ). 

Математическая модель конструкции, 
расчетная схема которой показана на рис. 2, б, 
определяется, очевидно, следующим образом 

 ( ) 055 UUK =ω , (33) 
где IZU 55 =  – потенциал на электрической 
нагрузке во вторичной электрической цепи, в 
которую включены три кольцевых электрода. 
При этом амплитуда тока I  во вторичной 
электрической цепи определяется следующим 

 ( )753 QQQiI ++ω−= , (34) 
где 1n2Q +  ( 3,2,1n = ) – электрические заряды 
 

 на кольцевых электродах, величины которых 
определяются радиальными смещениями 

( )( )ρ+
ρ

1n2u  материальных частиц пьезоэлектрика. 
Радиальные смещения ( )( )ρ+

ρ
1n2u , в свою 

очередь, определяются следующим образом 

 ( )( ) ( ) ( )ρ+ρ=ρ +
+

ρ kNAkJAu 11n41n4
1n2 , ( 3,2,1n = ), (35) 

где коэффициенты n4A  и 1n4A +  задаются выражениями: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }14,12
n4

10,8
n4

6,4
n45

2
n41

011

31
n4 NNNUMU

Dkc
eA +++−

α
=

∗

, 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }14,12
1n4

10,8
1n4

6,4
1n45

2
1n41

011

31
1n4 NNNUMU

Dkc
eA ++++

∗

+ +++
α

= . (36) 

Следуя формуле (6), можно записать, что 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )[ −





 −χ

α
= +

+
+

ρ
+

+

+
+

+
∗

∗
+

∗

+
2n2

1n2
1n22n2

1n22n2
1n2

22n2
1n233

1n231
1n2 RuR

RR

Ce2
Q  

 ( ) ( ) ( )( )] 51n2
n2

1n2
1n2n2

1n2 UCRuR ∗
++

+
ρ+ −− . 3,2,1n = , (37) 

где ( ) ( )( ) ( )( ) 



 −απχ= +

+
+

∗∗
+

2n2
1n2

22n2
1n2331n2 RRC  - 

электрическая емкость ( )1n2 + -ой кольцевой 
области диска. 

После подстановки в соотношение (37) 
коэффициентов n4A  и 1n4A + , заданных выра-
жениями (36), можно записать, что 

 ( )[ ]51n211n21n21n2 U1UCQ −λ+β= ++
∗

++ , 3,2,1n = , (38) 



ISSN 2306-4455 Вісник Черкаського державного технологічного університету 

 22 

где  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )[ +−





 −

=β +
++

+
++

+
+

+
2n2

1n2
n2

1n21
2
n4

0
22n2

1n2
n2

1n2
2n2

1n2

2
31

1n2 R,R,kJM
DRR1kR

K2  

( ) ( ) ( )( )]2n2
1n2

n2
1n21

2
1n4 R,R,kNM +

++++ ; 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )[ +





 −

=λ +
++

+
++

+
+

+
2n2

1n2
n2

1n21n4

0
22n2

1n2
n2

1n2
2n2

1n2

2
31

1n2 R,R,kJS
DRR1kR

K2  

( ) ( )( )]2n2
1n2

n2
1n211n4 R,R,kNS +

++++ ; 
( ) ( ) ( )14,12

n4
10,8

n4
6,4

n4n4 NNNS ++= ; ( ) ( ) ( )14,12
1n4

10,8
1n4

6,4
1n41n4 NNNS ++++ ++= . 

 

Подставляя амплитудные значения 
электрических зарядов 1n2Q + , заданные соот-
ношениями (38), в определение (34) электри-
ческого тока во вторичной электрической це-
пи, можно записать, что 

( ) ( ) 55515555 UpCZiUqCZiIZU ωω−ωω−== ∗∗ , 

где ( ) 7
5

7
53

5

3

C
C

C
Cq β+β+β=ω

∗

∗

∗

∗

;  

( ) ( ) ( )1
C
C11

C
Cp 7

5

7
53

5

3 −λ+−λ+−λ=ω
∗

∗

∗

∗

. 

Из последнего уравнения можно запи-
сать, что 
 ( ) 155 UR,kU Ψ−= ,  (39) 
где  

( ) ( )
( )ωω+

ωω
=Ψ

∗

∗

pCZi1
qCZiR,k
55

55
5 . 

Для завершения вычислений, как все-
гда, необходимо определить потенциал 1U  в 
явном виде. 

Очевидно, что 

 
( )

( )1
эл1
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где ( )
11

1
эл IUZ =  - электрический импеданс кру-

говой области №1. Амплитуда электрического 
тока 1I  в первичной электрической цепи оп-
ределяется стандартным способом: 
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где ( )( ) αχπ= ∗∗
33

22
11 RC  - электрическая ем-

кость кругового электрода первичной элек-
трической цепи. Константа 1A  рассчитывает-
ся по формуле 
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α

=
∗

14,12
1

10,8
1

6,4
15

2
11

011

31
1 NNNUMU

Dkc
eA  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }14,12
1

10,8
1

6,4
15

2
1

011

131 NNNR,kM
Dkc

Ue
++Ψ−

α
=

∗

.

Подставляя определение константы 1A  
в формулу для расчета тока 1I , получаем 

 ( )[ ]1R,kUCiI 1111 −Ψω−= ∗ ,  (41) 
где  
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1
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Из определения (41) следует, что 
( )
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1

I
UZ

1111

11
эл

−Ψω−
==

∗
, 

а потенциал на электроде первичной электри-
ческой цепи 

 
( )[ ]1R,kUCi1

UU
111

0
1

−Ψω−
=

∗
.  (42) 

С учетом выражения (42), соотношение 
(39) можно записать в следующем виде 
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111

50
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−Ψω−

Ψ
−=

∗
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Из последней записи следует определе-
ние математической модели трансформатора, 
расчетная схема которого показана на 
рис. 2, б: 

( ) ( )
( )[ ]1R,kUCi1

R,kK
111

5
5

−Ψω−

Ψ
−=ω

∗
. 

Рассмотренных в настоящем разделе 
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двух примеров вполне достаточно для того, 
чтобы понять особенности математического 
моделирования многосекционных пьезоэлек-
трических трансформаторов, которые возни-
кают при групповом включении секций. 

Выводы 
Основные положения настоящей статьи 

можно зафиксировать следующим образом. 
1. Впервые предлагается не содержащая 

внутренних противоречий схема построения 
математической модели четырех секционного 
дискового пьезоэлектрического трансформа-
тора. 

2. Предложенная схема сохраняет свою 
логическую конструкцию в широком диапа-
зоне значений числа секций. Если обозначить 
число секций символом M , то можно утвер-
ждать, что предложенная схема работоспо-
собна на бесконечном интервале 2M ≥ . 

3. Рассмотрены особенности построения 
математических моделей многосекционных 
трансформаторов, которые возникают при 
групповом включении секций. 

4. По мнению авторов, настоящая ста-
тья завершает построение теории пьезоэлек-
трических трансформаторов с радиальными 
колебаниями в тонких, поляризованных по 
толщине, пьезокерамических дисках. 
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MATHEMATICAL MODEL OF MULTISECTIONAL PIEZOELECTRIC TRANSFORMER 
WITH RING ELECTRODES IN SECONDARY ELECTRICAL CIRCUITS 

 
Within power electronic electromagnetic transformers have been the dominating component for 

converting and transforming of electrical power. The trend of power converters goes in the direction 
of higher efficiency and smaller volume. Research has shown that piezoelectric transformers can com-
pete with traditional electromagnetic transformers on both efficiency and power density.  

Currently, there are no reliable and valid methods of constructing of mathematical models of 
piezoelectric transformers, which could be used as a theoretical basis for characteristics and parame-
ters calculating of this class of functional elements of modern piezoelectronics. The final goal of 
mathematical modeling of the vibrating piezoelectric elements physical condition is a qualitative and 
quantitative description of characteristics and parameters of existing electrical and elastic fields. 

The main provisions of this article can be fixed as follows. For the first time the scheme of 
mathematical model constructing of the four sectional disk piezoelectric transformer, which does not 
contain internal contradictions, is proposed. Proposed scheme maintains its logical structure in the 
wide range of the number of sections. The features of mathematical models constructing of multisec-
tional transformers, which arise at group connected sections, are considered. According to the au-
thors this article completes construction of the theory of piezoelectric transformers with radial oscilla-
tions in thin, polarized across the thickness, piezoelectric disks. 

Key words: piezoelectric transformer, radial oscillations, physical processes, mathematical model. 
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