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ПРИНЦИПЫ И МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
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Пьезоэлектрические диски с секторным электродированием поверхности являются 
практически основным элементом многих микроэлектромеханических систем. Однако в на-
стоящее время отсутствуют надежные и достоверные методики построения математиче-
ских моделей пьезоэлектрических устройств, которые могли бы использоваться в качестве 
теоретических основ расчета характеристик и параметров этого класса функциональных 
элементов современной пьезоэлектроники. В результате исследования математической моде-
ли реального устройства можно определить тот набор геометрических, физико-
механических и электрических параметров реального объекта, который обеспечивает реали-
зацию технических показателей функционального элемента пьезоэлектроники оговоренных в 
техническом задании. Это существенно сокращает время и стоимость разработки новых 
функциональных элементов пьезоэлектроники.  

Основной результат настоящей статьи можно зафиксировать следующим образом: 
предложена совокупность вычислительных процедур, опирающихся на фундаментальные 
принципы механики и электродинамики, последовательное выполнение которых позволяет 
построить математическую модель дискового пьезоэлектрического трансформатора с сек-
торными электродами в первичной и вторичной электрических цепях. Впервые предложена 
схема построения математической модели, которая позволяет естественным образом 
учесть весь набор геометрических, физико-механических и электрических параметров реаль-
ной конструкции пьезоэлектрического трансформатора. 

Ключевые слова: пьезоэлектрический трансформатор, физические процессы, матема-
тическая модель, секторные электроды. 

 
Введение. Пьезоэлектрические диски с 

частичным электродированием одной или 
двух поверхностей достаточно часто исполь-
зуются для создания различных функцио-
нальных устройств пьезоэлектроники [1]. 
Диски с секторным электродированием по-
верхности являются практически основным 
элементом многих микроэлектромеханиче-
ских систем [2]. Множественность и многооб-
разие практического применения дисков с 
секторным электродированием естественным 
образом стимулирует теоретические исследо-
вания, целью которых является прогнозиро-
вание характеристик и технических парамет-
ров устройств пьезоэлектроники, которые 
создаются на их основе. Прогноз осуществля-
ется на основании математической модели, 
которая является основным результатом тео-

ретического описания реального устройства. 
Практическая значимость адекватной реаль-
ному объекту математической модели оче-
видна. В результате исследования математи-
ческой модели реального устройства можно 
определить тот набор геометрических, физи-
ко-механических и электрических параметров 
реального объекта, который обеспечивает 
реализацию технических показателей функ-
ционального элемента пьезоэлектроники ого-
воренных в техническом задании. Это суще-
ственно сокращает время и стоимость разра-
ботки новых функциональных элементов пье-
зоэлектроники. Стоимость сэкономленных 
ресурсов составляет коммерческую цену ма-
тематической модели. 

В тонких пьезоэлектрических дисках с 
разрезными электродами возникают неосе-
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симметричные упругие колебания. Теоретиче-
ские и экспериментальные исследования ки-
нематических характеристик неосесимметрич-
ных планарных колебаний в пьезоэлектриче-
ских тонких дисках вообще и в дисках с час-
тичным электродированием одной или двух 
поверхностей в частности начались во второй 
половине двадцатого века. Результаты этих 
работ в известной мере обобщены в моногра-
фии [3]. В настоящее время продолжают пуб-
ликоваться работы [4-6], в которых рассматри-
ваются различные аспекты теории неосесим-
метричных планарных колебаний в тонких 
пьезоэлектрических дисках. Упомянутые выше 
работы объединяет, если так можно сказать, 
кинематический подход к описанию неосе-
симметричных колебаний, т. е. подход кото-
рый учитывает сам факт отсутствия осевой 
симметрии (ряд по тригонометрическим 

ϕmcos  или ϕmsin , где ...,3,2,1m= ; ϕ  – ок-
ружная координата цилиндрической системы 
координат), но не принимаются во внимание 
реальные условия возбуждения и существова-
ния этих колебаний. Так, в монографии [3] при 
построении теории планарных неосесиммет-
ричных колебаний в тонком пьезокерамиче-
ском диске было неправомерно использовано 
представление Гельмгольца вектора смещения 
материальных частиц колеблющегося пьезоке-
рамического диска через скалярный и вектор-
ный потенциалы. Неправомерность заключает-
ся в том, что в анизотропных упругих средах 
представление Гельмгольца не приводит к 
распаду уравнения движения на два уравнения 
Гельмгольца относительно скалярного и век-
торного потенциалов. Скалярный и векторный 
потенциалы в монографии [3] записаны как 
решения соответствующих уравнений Гельм-
гольца. Последнее приводит к выражениям для 
расчета компонентов вектора смещения мате-
риальных частиц пьезокерамического диска, в 
которых присутствуют цилиндрические функ-
ции целочисленных порядков, что не соответ-
ствует реальному положению вещей. Следует 
также отметить, что во всех работах не рас-
сматривается и не учитывается реальное элек-
трическое состояние элементов объема пьезо-
керамического диска под различными электро-
дами, что исключает саму возможность ис-
пользования публикуемых теоретических по-
строений в качестве методики расчета переда-
точных характеристик функциональных эле-
ментов пьезоэлектроники на основе дисков с 
разрезными электродами. 

Сказанного выше вполне достаточно 
для вывода о том, что в настоящее время от-
сутствуют математические модели дисковых 
пьезокерамических элементов с частичным 
электродированием одной или двух поверхно-
стей, которые в достаточной мере адекватны 
реальным объектам. 

Целью настоящей статьи является из-
ложение принципов и методов построения 
математических моделей дисковых пьезоке-
рамических трансформаторов с разрезными 
электродами. 

1. Схема построения математической 
модели дискового пьезоэлектрического 
трансформатора с секторными электродами 

Рассмотрим диск из поляризованной по 
толщине пьезокерамики типа ЦТС. Материал 
диска имеет плотность 0ρ , модули упругости 

Ecβλ  (β  и λ  – индексы Фойгта [7]), пьезоэлек-
трические модули βke  ( 3,2,1k = ) и диэлектри-
ческие проницаемости εχ ij  ( 3,2,1j,i = ). Мат-
рицы материальных констант пьезокерамики 
записываются в следующем виде: 
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Элементы матрицы (1) соотносятся ме-
жду собой следующим образом: 

E
33

E
22

E
11 ccc ≠= ; E

23
E
13

E
12 ccc == ; E

55
E
44 cc = ; 

( ) 2ccc E
12

E
11

E
66 −= . Между элементами матри-
цы пьезоэлектрических модулей имеются 
следующие количественные соотношения: 

2415 ee = ; 333231 eee ≠= , причем, как показа-
но в монографии [7], ( ) 2eee 313315 −= . Для 
поляризованной по толщине диска пьезокера-
мики диэлектрические проницаемости εχ ij  
соотносятся между собой следующим обра-
зом: εεε χ≠χ=χ 332211 . 
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Будем полагать, что пьезоэлектриче-
ский диск не имеет механических контактов с 
другими материальными объектами, т. е. 
удерживается в пространстве гибкими и неве-
сомыми нитями. Это позволяет говорить, что 
диск не испытывает реакции со стороны ок-
ружающей среды, т. е. фактически находится 
в вакууме. 

Нижняя поверхность диска 0z =  ( z  – 
координатная линия цилиндрической системы 
координат ( z,,ϕρ ), сопряженная с осью 3x  
правовинтовой декартовой системы коорди-
нат ( 321 x,x,x ) (рис. 1)) покрыта тонким слоем 
металла и заземлена, т. е. в любой момент 
времени её электрический потенциал равен 
нулю. Верхняя поверхность α=z  диска по-
крывается двумя секторными электродами 
(позиции 1 и 2 на рис. 1). Секторные электро-
ды 1 и 2 разделяет неэлектродированный за-
зор, ширина которого существенно меньше 
толщины α  пьезокерамического диска. 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема объекта 

 
На секторный электрод 1 подается гар-

монически изменяющаяся во времени раз-
ность электрических потенциалов ti

0eU ω  ( 0U  
– амплитуда разности электрических потен-
циалов на электроде 1; 1i −=  – мнимая еди-
ница; ω  – круговая частота смены знака элек-
трического потенциала; t  – время). Символом 

1Z  обозначено комплексное выходное сопро-
тивление источника электрического сигнала. 
Очевидно, что ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ω+ω= 1

эл1
1
эл10 ZZZUU , где 

1U  – амплитудное значение разности потен-
циалов на выходе источника электрических 
сигналов; ( ) ( )ω1

элZ  – электрический импеданс 
элемента пьезокерамического диска под сек-
торным электродом 1. Электрический потен-
циал формирует под электродом 1 переменное 
электрическое поле, которое порождает в 
объеме пьезокерамического диска гармониче-
ски изменяющиеся во времени упругие де-
формации. Вследствие прямого пьезоэлектри-
ческого эффекта гармонические колебания 
материальных частиц диска генерируют на 
секторном электроде 2 поляризационный за-
ряд ( ) ti

22 eQtq ω= , где 2Q  – амплитудное зна-
чение поляризационного заряда. Поляризаци-
онный заряд ( )tq2  своим электрическим по-
лем перемещает свободные носители элек-
тричества (электроны) в проводнике электри-
ческого тока, который соединяет электриче-
скую нагрузку 2Z  с секторным электродом 2. 
При протекании электрического тока через 
комплексное сопротивление 2Z  на нем выде-
ляется разность потенциалов ti

2 eU ω , где 2U  – 
амплитудное значение разности потенциалов 
во вторичной электрической цепи пьезоэлек-
трического трансформатора. 

Математической моделью пьезоэлек-
трического трансформатора будем называть 
аналитическую конструкцию ( )Πω,K  (символ 
Π  обозначает набор геометрических, физико-
механических и электрических параметров 
трансформатора), которая определяется сле-
дующим образом: 

 ( )
1

2
ti

1

ti
2

U
U

eU
eU,K ==Πω

ω

ω

. (4) 

Функция ( )Πω,K  по своему физическо-
му содержанию имеет смысл коэффициента 
трансформации дискового пьезоэлектриче-
ского трансформатора. 

Рассмотрим вычислительные процеду-
ры, последовательная реализация которых 
позволит построить физически содержатель-
ную математическую модель пьезоэлектриче-
ского трансформатора. 

Из показанной на рис. 1 расчетной схе-
мы следует, что электрический потенциал на 
поверхности диска α=z  зависит от окружной 
координаты ϕ  так, как это показано на рис. 2.  
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Рис. 2. Угловое распределение электрического 

потенциала на поверхности α=z  
 
По оси ординат на рис. 2 отложено ам-

плитудное значение ( )ϕU  электрического по-
тенциала. Амплитудное значение потенциала 

2U  может быть больше, как это показано на 
рис. 2, потенциала 0U , а может быть и мень-
ше амплитудного значения 0U . Это не прин-
ципиально. Принципиальным является то, что 
величины 0U  и 2U  являются постоянными в 
своих угловых секторах. Показанную на 
рис. 2 функцию ( )ϕU  можно представить сле-
дующим рядом 

 ( ) ( )∑
∞

=

ϕΦ=ϕ
0m

m mcosU , (5) 

где коэффициенты разложения ( )mΦ  
( )

π
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π
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0
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 ( ) ( ) 1mUU
m
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π

ϑ
=Φ . (6) 

Присутствие в разложении (5) нулевой, 
т. е. осесимметричной составляющей ( )0Φ  
позволяет предположить, что компоненты 
вектора ( )t,z,,u ϕρ

r
 смещения материальных 

частиц колеблющегося пьезокерамического 
диска, т. е. величины ( )t,z,,u ϕρρ , ( )t,z,,u ϕρϕ  
и ( )t,z,,uz ϕρ , можно записать в следующем 
виде 
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ω

ϕ ϕρ−=ϕρ
0m

mti msinz,Uet,z,,u , (7) 

где ( )( )z,U m ρβ  ( z,,ϕρ=β ) – амплитудное зна-
чение m -ой окружной гармоники β -го ком-
понента вектора смещения материальных 

частиц пьезокерамического диска. При этом, 
очевидно, ( )( ) 0z,U 0 ≡ρϕ . Следует подчеркнуть, 
что вследствие малости зазора между сектор-
ными электродами 1 и 2, выражения (7) опре-
деляют единое поле смещений материальных 
частиц диска, которое существует в круге 

π≤ϕ≤ 20 . 
Смещения материальных частиц пьезо-

керамического диска ограничиваются упру-
гими напряжениями 

( ) ( ) ti
ijij ez,,t,z,, ωϕρσ=ϕρσ , амплитудные зна-

чения ( )z,,ij ϕρσ  которых определяются обоб-
щенным законом Гука для упругих сред с 
пьезоэлектрическими эффектами [7] 
 kkijk

E
ijkij Eec −ε=σ ll , 3,2,1,k,j,i =l , (8) 

где ( )z,,ijij ϕρσ≡σ ; во всех дальнейших запи-
сях список аргументов ( z,,ϕρ ) в описании 
амплитудных значений физических величин 
для краткости записей будет опущен; lkε  – 
компонент тензора бесконечно малых дефор-
маций; kE  – k -й компонент амплитудного 
значения вектора напряженности электриче-
ского поля в объеме деформируемого пьезо-
электрика. 

Принимая во внимание соответствие 
между индексами 3,2,1  координатных осей 
правовинтовой декартовой системы коорди-
нат и символами z,,ϕρ  координатных линий 
цилиндрической системы координат ( ρ⇔1 ; 

ϕ⇔2 ; z3 ⇔ ), и учитывая структуру матриц 
(1) и (2) материальных констант, из общей 
формулировки (8) можно получить следую-
щие выражения для расчета амплитудных 
значений упругих напряжений: 
 z31zz

E
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E
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E
11 Eeccc −ε+ε+ε=σ ϕϕρρρρ , (9) 
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E
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E
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E
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E
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 ϕϕϕ −ε=σ Eec2 24z
E
44z , (12) 

 ρρρ −ε=σ Eec2 15z
E
44z , (13) 

 ρϕρϕ ε=σ E
66c2 , (14) 

где ρρε , ϕϕε  и zzε  – деформации сжатия-
растяжения вдоль координатных линий ρ , ϕ  
и z  цилиндрической системы координат; zϕε , 

zρε  и ρϕε  – сдвиговые деформации в плоско-
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стях, построенных на единичных векторах 
(ортах) соответствующих координатных ли-
ний. При записи выражений (9) – (14) было 
использовано общепринятое в механике пра-
вило – одинаковые по величине материальные 
константы обозначаются одинаковыми сим-
волами. Формулы для расчета деформаций 
сжатия-растяжения и деформаций сдвига 
имеют вид [7]: 

ρ∂

∂
=ε ρ

ρρ
u

; 
ρ

+
ϕ∂

∂

ρ
=ε ρϕ

ϕϕ
uu1 ; 

z
uz

zz ∂
∂

=ε ; 










ϕ∂
∂

ρ
+

∂

∂
=ε ϕ

ϕ
z

z
u1

z
u

2
1 ; 









ρ∂
∂

+
∂

∂
=ε ρ

ρ
z

z
u

z
u

2
1 ; 

 








ρ
−

ρ∂

∂
+

ϕ∂

∂

ρ
=ε ϕϕρ

ρϕ
uuu1

2
1 . (15) 

Амплитудные значения компонентов 
тензора упругих напряжений удовлетворяют 
уравнениям установившихся колебаний (вто-
рому закону Ньютона в дифференциальной 
форме), которые в цилиндрической системе 
координат записываются в следующем виде: 

 ( ) 0u1
z

1 2
0

z =ωρ+σ−σ
ρ

+
∂

σ∂
+

ϕ∂

σ∂

ρ
+

ρ∂

σ∂
ρϕϕρρ

ρρϕρρ ,  (16) 

 0u2
z

1 2
0

z =ωρ+σ
ρ

+
∂

σ∂
+

ϕ∂

σ∂

ρ
+

ρ∂

σ∂
ϕϕρ

ϕϕϕϕρ , (17) 

 0u1
z

1
z

2
0z

zzzz =ωρ+σ
ρ

+
∂
σ∂

+
ϕ∂

σ∂

ρ
+

ρ∂

σ∂
ρ

ϕρ . (18) 

На поверхностях колеблющегося в ва-
кууме пьезокерамического диска должны, как 
того требует третий закон Ньютона, выпол-
няться следующие условия: 
 ( ) 00,,zz =ϕρσ , ( ) 0,,zz =αϕρσ , (19) 

 ( ) 00,,z =ϕρσ ρ , ( ) 0,,z =αϕρσ ρ , (20) 

 ( ) 00,,z =ϕρσ ϕ , ( ) 0,,z =αϕρσ ϕ , (21) 

 ( ) 0z,,R =ϕσρρ , (22) 

 ( ) 0z,,R =ϕσρϕ . (23) 

Электрическая составляющая физиче-
ского состояния колеблющегося пьезокера-
мического диска определяется вектором элек-
трической индукции ( ) ( ) tiez,,Dt,z,,D ωϕρ=ϕρ

rr
, 

амплитудные значения компонентов которого 
в общем случае определяются следующим 
образом [7] 
 llEeD knmknmk

εχ+ε= . (24) 
Применительно к рассматриваемой си-

туации из общего определения (24) следует, 
что 

ρ
ε

ρρ χ+ε= Ee2D 11z15 , ϕ
ε

ϕ χ+εϕ= Ee2D 11z24 , (25) 

 ( ) z33zz3331z EeeD ε
ϕϕρρ χ+ε+ε+ε= . (26) 

Из первого уравнения Максвелла 
tDJHrot ∂∂+=

rrr
 (H

r
 – вектор напряженности 

магнитного поля; J
r

 – вектор плотности тока 
электрической проводимости) в случае иде-
ального диэлектрика ( 0J =

r
) следует, что 

 0Ddiv =
r

. (27) 

Условие (27) имеет смысл условия от-
сутствия свободных носителей электричества 
и с хорошей степенью точности реальной 
электрической проводимости (меньше 

мСм10 4− ) пьезоэлектрической керамики. 
В работе [8] показано, что в области 

частот до МГц10  магнитная составляющая 
электромагнитного поля в деформируемой 
пьезокерамике настолько мала, что второе 
уравнение Максвелла tBErot ∂∂−=

rr
 можно 

записать в виде 0Erot ≅
r

. Из последней записи 
следует, что вектор напряженности перемен-
ного электрического поля в объеме деформи-
руемой пьезокерамики является безвихревым. 
По этой причине он может быть определен 
через скалярный электрический потенциал 

( ) ( ) tiez,,t,z,, ωϕρΦ=ϕρΦ  стандартным обра-
зом, т. е.  
 Φ−= gradE

r
. (28) 

Подставляя компоненты вектора напря-
женности электрического поля, определенные 
векторным соотношением (28), в формулы (25) 
и (26), а полученные результаты – в условие 
(27), получаем дифференциальное уравнение в 
частных производных второго порядка относи-
тельно искомого амплитудного значения 

( )z,,ϕρΦ  скалярного электрического потен-
циала. Общее решение этого уравнения долж-
но удовлетворять следующим условиям: 
 ( ) 00,, =ϕρΦ , ( ) ( )ϕ=αϕρΦ U,, , (29) 

 ( ) 0z,,

R

≅
ρ∂
ϕρΦ∂

=ρ

. (30) 
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Приближенное граничное условие (30) 
выполняется тем точнее, чем больше значение 
диэлектрической проницаемости εχ11  превос-
ходит диэлектрическую постоянную 

мФ1085,8 12
0

−⋅=χ  [8]. 
Совместное решение дифференциальных 

уравнений (16) – (18) и (27) с последующим 
удовлетворением граничным условиям (19) – 
(23) и (29), (30) сопряжено с практически не-
преодолимыми математическими проблемами. 
Ситуация существенно облегчается и упроща-
ется в том случае, когда размеры диска (толщи-
на α  и радиус R ) удовлетворяют сильному 
неравенству 1R <<α , т. е. когда рассматрива-
ется тонкий пьезокерамический диск. 

В диапазоне частот, в котором длина 
волны упругих колебаний тонкого пьезокера-

мического диска соизмерима с его радиусом, 
можно утверждать, что напряженно-деформи-
руемое состояние практически не меняется по 
толщине диска. При этом из граничных усло-
вий (19) – (21) следует, что нормальное на-
пряжение zzσ  и касательные напряжения ρσz  
и ϕσz  равны нулю в любой точке на поверх-
ности и в объеме колеблющегося пьезокера-
мического диска. При этом необходимо по-
нимать, что деформация сжатия-растяжения 

0zz ≠ε , поскольку существуют деформации 
сжатия-растяжения ρρε  и ϕϕε . Приравнивая 
нулю правую часть выражения (11), получаем 
определение деформации сжатия-растяжения 

zzε  через деформации ρρε  и ϕϕε : 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )ϕρ+ϕρε+ϕρε−=ϕρε ϕϕρρ ,E
c
e,,

c
c, zE

33

33
E
33

E
12

zz .  (31) 

Список аргументов, в котором указаны 
только лишь переменные ρ  и ϕ , подчеркива-
ет то обстоятельство, что напряженно-
деформированное состояние колеблющегося 
тонкого пьезокерамического диска не зависит 
от аксиальной координаты z . 

Так как на поверхностях 0z =  и α=z , 
где существует электродное покрытие, ком-
поненты вектора электрической индукции 

0DD == ϕρ , то в области низких частот, когда 
длина волны упругих колебаний соизмерима с 
радиусом тонкого диска, последнее равенство 
должно выполняться в любой точке объема 
тонкого диска. Из этого факта следует, что 

z
11

15e
2E ρερ ε

χ
−= ,   z

11

24e2E ϕεϕ ε
χ

−= . 
 

Подставляя последние равенства в оп-

ределения (12) и (13), получаем 
 z

D
44z c2 ϕϕ ε=σ , z

D
44z c2 ρρ ε=σ , (32). 

где εε χ+=χ+= 11
2
24

E
4411

2
15

E
44

D
44 ececc  – 

модули упругости для режима постоянства 
(равенства нулю) радиального и окружного 
компонентов вектора электрической индукции. 

В ситуации, когда 0DD == ϕρ , условие 
(27) принимает простой вид, а именно 

 0
z

Dz =
∂

∂ , (33) 

откуда следует, что аксиальный компонент 
вектора электрической индукции не зависит 
от значений аксиальной координаты z . Учи-
тывая все сказанное выше, выражение (26) 
можно записать в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )ϕρχ+ϕρε+ϕρε=ϕρ ∗
ϕϕρρ

∗ ,E,,e,D z3331z ,  (34) 
 

где E
33

E
12333131 cceee −=∗  и 

E
33

2
333333 ce+χ=χ ε∗  – пьезоэлектрический 

модуль и диэлектрическая проницаемость 
тонкого пьезокерамического диска, в котором 
реализован режим планарных колебаний. 

Так как zEz ∂Φ∂−= , то интегрируя 
левую и правую части выражения (34) по пе-
ременной z  в пределах от нуля до α , и учи-
тывая при этом условие (33), приходим к сле-
дующему результату 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]0,,,,,,e,D 3331z ϕρΦ−αϕρΦχ−ϕρε+ϕρεα=ϕρα ∗
ϕϕρρ

∗ . 
 

Принимая во внимание граничное усло-
вие (29), последнее выражение можно пере-
писать следующим образом 

( ) ( ) ( )[ ] ( )
α
ϕ

χ−ϕρε+ϕρε=ϕρ ∗
ϕϕρρ

∗ U,,e,D 3331z .(35) 

Сравнивая между собой два физически 
эквивалентных определения (34) и (35) акси-
ального компонента ( )ϕρ,Dz , приходим к вы-
воду, что 
 ( ) ( ) ( ) αϕ−=ϕ=ϕρ UE,E zz . (36) 
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Подставляя выражения (31) и (36) в определения (9) и (10) нормальных напряжений ρρσ  
и ϕϕσ , получаем следующие результаты: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) αϕ+ϕρε+ϕρε=ϕρσ ∗
ϕϕ

∗
ρρ

∗
ρρ Ue,c,c, 311211 ,  (37) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) αϕ+ϕρε+ϕρε=ϕρσ ∗
ϕϕ

∗
ρρ

∗
ϕϕ Ue,c,c, 311112 , (38) 

 

где ( ) E
33

2E
12

E
1111 cccc −=∗  и 

( )E
33

E
12

E
1212 cc1cc −=∗  – модули упругости тон-

кого пьезокерамического диска для режима 
планарных колебаний. 

Уравнения (16) и (17) установившихся 
гармонических колебаний принимают сле-
дующий вид: 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0,u,,1,1, 2

0 =ϕρωρ+ϕρσ−ϕρσ
ρ

+
ϕ∂

ϕρσ∂

ρ
+

ρ∂

ϕρσ∂
ρϕϕρρ

ρϕρρ ,  (39) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0,u,2,1, 2

0 =ϕρωρ+ϕρσ
ρ

+
ϕ∂

ϕρσ∂

ρ
+

ρ∂

ϕρσ∂
ϕϕρ

ϕϕϕρ , (40) 

 
где напряжения ( )ϕρσρρ , , ( ) ( )ϕρσ=ϕρσ ϕρρϕ ,,  
и ( )ϕρσϕϕ ,  определены выражениями (37), 
(14) и (38) соответственно. Уравнение (18) с 
точностью до бесконечно малых второго по-
рядка превращается в тождество 00 = . Реше-
ния системы уравнений (39), (40), т. е. ампли-
тудные значения компонентов вектора сме-
щения материальных частиц ( )ϕρρ ,u  и 

( )ϕρϕ ,u  должны обеспечивать выполнение 
граничных условий (22) и (23). Кроме того, 
функции ( )ϕρρ ,u  и ( )ϕρϕ ,u  должны обеспечи-
вать нулевые значения сдвиговых напряжений 

zϕσ  и zρσ  в любой точке объема тонкого пье-
зокерамического диска. Из определений (32) 
следует, что 0zz =σ=σ ρϕ  тогда, когда выпол-
няются условия 
 0zz =ε=ε ρϕ . (41) 

Условия (41) фактически запрещают 
поперечный изгиб, и могут быть названы ус-
ловиями планарности напряженно-
деформированного состояния тонкого пьезо-
керамического диска. 

Ниже будет показано, что решения сис-
темы уравнений (39), (40), которые удовле-
творяют граничному условию (23) и условиям 
(41), с прогнозируемой точностью можно 
записать в следующем виде 

 ( ) ( )( )∑
∞

=

ρρ ϕΠρ=ϕρ
0n

n
n ncos,FA,u , (42) 

 ( ) ( )( )∑
∞

=

ϕϕ ϕΠρ=ϕρ
0n

n
n nsin,FA,u , (43) 

где nA  – подлежащие определению констан-
ты; ( )( )Πρρ ,F n  и ( )( )Πρϕ ,F n , причем ( )( ) 0,F 0 =Πρϕ , 
вполне определенные функции радиальной 
координаты ρ  и набора Π  геометрических, 
физико-механических и электрических пара-
метров пьезоэлектрического трансформатора. 

Определим амплитудное значение 2U  
электрического потенциала на секторном 
электроде 2 (рис. 1). 

Очевидно, что 222 IZU = , где 2I  – ам-
плитудное значение электрического тока в 
проводнике, который соединяет электриче-
скую нагрузку 2Z  и секторный электрод 2 
вторичной электрической цепи пьезоэлектри-
ческого трансформатора. Амплитуда 2I  пере-
менного электрического тока определяется 
через амплитудное значение электрического 
заряда 2Q  на электроде 2 следующим обра-
зом [7]: 
 22 QiI ω−= . (44) 

Электрический заряд 2Q  определяется 
аксиальным компонентом вектора электриче-
ской индукции. Подставляя в общее опреде-
ление (35) формальное разложение (5) и соот-
ношения (42) и (43), можем записать, что 

 ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∗∞

=

∗ ϕΦ
α

χ
−ϕΠρ=ϕρ

0m

m33

0n

nn31z mcosncos,WAe,D ,  (45) 
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где 

( )
( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]Πρ+Πρ

ρ
+

ρ∂

Πρ∂
=Πρ ρϕ

ρ ,F,Fn1,F
,W nn

n

n

 – функция с размерностью единица, деленная 
на метр, пропорциональная объемной дефор-
мации в режиме планарных колебаний тонко-
го пьезокерамического диска. Необходимо 
помнить, что формальное разложение элек-
трического потенциала на поверхности α=z  
удовлетворяет следующему равенству: 

 ( ) [ ]
[ ]




ϑ−πϑ∈ϕ∀
ϑϑ−π∈ϕ∀

=ϕΦ∑
∞

=
.2,U
,,2U

mcos
002

000

0m

m (46) 

Принимая во внимание соотношение 
(46), можно записать выражение для расчета 
амплитудного значения аксиального компо-
нента вектора электрической индукции 

( )( )ϕρ,D 2
z  под секторным электродом 2 в сле-

дующем виде: 

 ( )( ) ( ) 2
33

0n

nn31
2

z Uncos,WAe,D
α

χ
−ϕΠρ=ϕρ

∗∞

=

∗ ∑ .  (47) 

Амплитуда электрического заряда на электроде вторичной электрической цепи транс-
форматора

 ( )( ) ( )∑ ∫∫ ∫
∞

=

∗

ϑ−π

ϑ

∗ −ρΠρρ
ϑ

−=ϕρϕρρ=
0n

22

R

0

n
0

n

2

31

R

0

2
z2 UCd,W

n
nsinAe2dd,DQ

0

0

,  (48) 

где ( ) αχϑ−π= ∗∗
33

2
02 RC  – электрическая 

емкость секторного электрода 2. 
 
 

Так как 222 QZiU ω−= , то, принимая во 
внимание выражение (48), получаем следую-
щее уравнение: 

( )∑ ∫
∞

=

∗∗ ω+ρΠρρ
ϑ

ω=
0n

222

R

0

n
0

n3122 UCZid,W
n
nsin

AeZi2U , 

откуда следует, что 

 ( )
( )

( )∑
∞

=

∗

Πω
αϑ−π

α
ω=

0n

nn2
0

31
22 ,BA

R
e2fU ,(49) 

где ( )
∗

∗

ω−

ω
=ω

22

22
2 CZi1

CZif  - функция включения 

секторного электрода 2 во вторичную элек-
трическую цепь пьезоэлектрического транс-
форматора; 

( ) ( )∫ ρΠρρ
ϑ

=Πω

R

0

n
0

n d,W
n
nsin

,B . 

График модуля функции включения 
( )ω2f  показан на рис. 3. По оси абсцисс на 

рис. 3 отложены значения безразмерной час-
тоты 2ωτ=Ω , где ∗=τ 222 CZ  – постоянная 
времени вторичной электрической цепи пье-
зоэлектрического трансформатора. Отчетливо 
видно, что при 0=ω  функция ( ) 0f2 =ω . Это 
означает, что статические поляризационные 

нельзя зарегистрировать электронными при-
борами с заземленной общей шиной. 

 
 

Рис. 3. Изменение модуля функции включения 
электрода во вторичной электрической цепи 
пьезоэлектрического трансформатора 

 
Константы nA  ( ...,2,1,0n = ) определя-

ются из граничного условия (22), которое с 
учетом всего сказанного выше может быть 
записано в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( ) 0mcos
c

e
,RAc,R

0m

m

11

31
mm11 =ϕ












Φ

α
+ΠΞ=ϕσ ∑

∞

=
∗

∗
∗

ρρ
,  (50) 

где ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]Π+Π+

ρ∂

Πρ∂
=ΠΞ ρϕ

=ρ

ρ ,RF,RFm
R
k,F

,R mm

R

m

m ; 
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параметр ∗∗= 1112 cck ; ( )mΦ  – весовой множи-
тель формального разложения (5) электриче-
ского потенциала. 

Сумма знакопеременного ряда (50) бу-
дет равна нулю только лишь в том случае, 
когда все коэффициенты при функциях 

ϕmcos  будут равны нулю, т. е. 

 ( ) ( ) 0
c

e,RA m

11

31
mm =Φ

α
+ΠΞ

∗

∗

. (51) 

Из равенства (51) следует, что коэффи-
циенты mA  определяются в результате реше-
ния бесконечной системы алгебраических 
уравнений. Эта система уравнений имеет сле-
дующий вид: 

00
11

31
n0n022011000 U

c
e...A...AAA η

α
−=+β++β+β+β

∗

∗

, 

10
11

31
n1n122111100 U

c
e...A...AAA η

α
−=+β++β+β+β

∗

∗

, 

 m0
11

31
mnn2m21m10m0 U

c
e...A...AAA η

α
−=+β++β+β+β

∗

∗

, (52) 

где ( ) ( ) ( )Πω
π

ω
+ΠΞ=β ,B

R
fK2,R 02
2

2
31

000 ; 

( )
∗∗

∗

χ
=

1133

312
31 c

eK  – квадрат коэффициента элек-

тромеханической связи пьезокерамики тонко-
го диска в режиме планарных колебаний; 

( ) ( )Πω
π

ω
=β ,B

R
fK2

12
2

2
31

01 ; 

( ) ( )Πω
π

ω
=β ,B

R
fK2

n2
2

2
31

n0 ; 
π

ϑ
=η 0

0 ; 

( )
( )

( )Πω
π
ϑ

ϑ−π

ω
−=β ,Bsin

R
fK4

0
0

2
0

2
2
31

10 ; 

( ) ( )
( )

( )Πω
π
ϑ

ϑ−π

ω
−ΠΞ=β ,Bsin

R
fK4,R 1

0
2

0

2
2
31

111 ; 

( )
( )

( )Πω
π
ϑ

ϑ−π

ω
−=β ,Bsin

R
fK4

n
0

2
0

2
2
31

n1 ; 
π

ϑ
=η 0

1
sin2 ; 

( )
( )

( )Πω
π
ϑ

ϑ−π

ω
−=β ,B

m
msin

R
fK4

0
0

2
0

2
2
31

0m ; 

( )
( )

( )Πω
π
ϑ

ϑ−π

ω
−=β ,B

m
msin

R
fK4

1
0

2
0

2
2
31

1m ; 

( )
( )

( )Πω
π
ϑ

ϑ−π

ω
−=β ,B

m
msin

R
fK4

n
0

2
0

2
2
31

mn ; 

( ) ( )
( )

( )Πω
π
ϑ

ϑ−π

ω
−ΠΞ=β ,B

m
msin

R
fK4,R m

0
2

0

2
2
31

mmm ; 

π
ϑ

=η
m

msin2 0
m . 

Ограничиваясь первыми m  коэффици-
ентами nA  ( m,...,2,1,0n = ), получаем систему 
из m1M +=  алгебраических уравнений, в 
которых содержатся m1M +=  искомых ко-
эффициентов 0A , 1A , 2A , … , mA . Эта сис-
тема уравнений разрешается относительно 
искомых констант единственным образом. 
Результаты решения системы уравнений (52) 
имеют вид 

 ( )
( )Πω

Πω

α
−=

∗

∗

,DM
,D

c
UeA n

11

031
n , m,...,2,1,0n = ,(53) 

где ( )Πω,Dn  – алгебраическое дополнение при 
коэффициенте nA ; ( )Πω,DM  – определитель 
системы уравнений (52). Частотно зависимые 
функции ( )Πω,Dn  и ( )Πω,DM  определяются 
следующим образом: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) mm1nmm1nm1m0m

m11n111n11110

m01n001n00100

n

......
.
.
.

......

......

det,D

ββηβββ

ββηβββ
ββηβββ

=Πω

+−

+−

+−

, 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) mm1nmmn1nm1m0m

m11n1n11n11110

m01n0n01n00100

......
.
.
.

......

......

det,DM

ββββββ

ββββββ
ββββββ

=Πω

+−

+−

+−

, 

где символ det  означает определитель мат-
рицы. 

После определения коэффициентов nA  
можно переписать определения (42), (43) и 
(49) в следующем виде 

 ( )
( )

( ) ( )( )∑
∞

=

ρ∗

∗

ρ ϕΠρΠω
Πωα

−=ϕρ
0n

n
n

11

031 ncos,F,D
,DMc

Ue,u ,  (54) 

 ( )
( )

( ) ( )( )∑
∞

=

ϕ∗

∗

ϕ ϕΠρΠω
Πωα

−=ϕρ
0n

n
n

11

031 nsin,F,D
,DMc

Ue,u , (55) 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )∑
∞

=

ΠωΠω
Πωϑ−π

ω−=
0n

nn2
0

0
2
31

22 ,B,D
,DMR

UK2fU . (56) 

Для того, чтобы определить потенциал 
0U  на секторном электроде 1 (рис. 1), необхо-

димо рассчитать электрический импеданс 
( ) ( )ω1
элZ  части пьезокерамического диска под 

этим электродом. 
В соответствии с законом Ома для уча-

стка электрической цепи 
 ( ) ( ) 10

1
эл IUZ =ω , (57) 

где 11 QiI ω−=  – амплитудное значение элек-
трического тока в проводнике, который со-
единяет источник электрического потенциала 

ti
1eU ω  с секторным электродом 1; 1Q  – ампли-

тудное значение электрического заряда на 

электроде 1. Электрический заряд 1Q  опреде-
ляется как обычно, т. е. 

 ( )( )∫∫
ϑ

ϕρϕρρ=
0

0

R

0

1
z1 dd,D2Q , (58) 

где ( )( )ϕρ,D 1
z  – амплитудное значение акси-

ального компонента вектора электрической 
индукции под секторным электродом 1. Учи-
тывая соотношение (46) и выражения (54) и 
(55), электрическую индукцию ( )( )ϕρ,D 1

z  мож-
но определить следующим образом: 

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) 0
33

0n

nn
11

0
2

311
z Uncos,W,D

,DMc
Ue,D

α
χ

−ϕΠρΠω
Πωα

−=ϕρ
∗∞

=
∗

∗

∑ ,  (59) 

Подставляя соотношение (59) в определение (58), получаем выражение для расчета элек-
трического заряда 1Q : 

( )
( ) ( ) ( )
















Πω+ΠωΠω

ϑΠω
−= ∑

∞

=

∗

,DMR,B,D
K2

,DMR
UC

Q 2

0n

nn
0

2
31

2
01

1 , 

где αχϑ= ∗∗
33

2
01 RC  – электрическая емкость 

секторного электрода 1. 
Так как 11 QiI ω−= , то электрический 

импеданс ( ) ( )ω1
элZ  можно определить следую-

щим образом: 

 ( ) ( ) ( )
( )ΠωΨω

Πω
=ω

∗ ,Ci
,DMRZ

11

2
1
эл , (60) 

где

( ) ( ) ( ) ( )Πω+ΠωΠω
ϑ

=ΠωΨ ∑
∞

=

,DMR,B,DK2, 2

0n

nn
0

2
31

1 . 

Электрический потенциал 0U  рассчитывается по формуле 



Серія: Технічні науки 2/2017 

43 

 
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )Πω
Πω

=
ω+

ω
=

,S
,DMRU

ZZ
ZUU 2

11
эл1

1
эл1

0 ,    (61) 

где ( ) ( ) ( )ΠωΨω+Πω=Πω ∗ ,CZi,DMR,S 111
2 . 

 
Подставляя выражение (61) в определе-

ние (56) потенциала 2U , получаем следую-
щий результат: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

ΠωΠω
Πωϑ−π

ω−=
0n

nn
0

1
2
31

22 ,B,D
,S

UK2fU . 

 

Из последнего выражения следует, что 
математическая модель дискового пьезоэлек-
трического трансформатора с секторными 
электродами определяется аналитическим 
выражением следующего вида: 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )∑

∞

=

ΠωΠω
Πωϑ−π

ω
−=Πω

0n

nn
0

2
2
31 ,B,D

,S
fK2,K .  (62) 

 
При построении выражения (62) были 

использованы фундаментальные положения 
механики (законы Ньютона) и 
электродинамики (уравнения Максвелла), что 
является существенным аргументом в пользу 
достоверности математической модели 
пьезоэлектрического трансформатора с 
секторными электродами в первичной и 
вторичной электрических цепях. 

Выводы. Основной результат 
настоящей статьи можно зафиксировать 
следующим образом: предложена 
совокупность вычислительных процедур, 
опирающихся на фундаментальные принципы 
механики и электродинамики, 
последовательное выполнение которых 
позволяет построить математическую модель 
дискового пьезоэлектрического 
трансформатора с секторными электродами в 
первичной и вторичной электрических цепях. 
Впервые предложена схема построения 
математической модели, которая позволяет 
естественным образом учесть весь набор 
геометрических, физико-механических и 
электрических параметров реальной 
конструкции пьезоэлектрического 
трансформатора. 
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PRINCIPLES AND METHODS OF CONSTRUCTING MATHEMATICAL MODELS  
OF DISK PIEZOELECTRIC TRANSFORMERS WITH SECTOR ELECTRODES 

 
Piezoelectric disks with partial covering by electrodes of one or two surfaces are often used to 

create various functional piezoelectronic devices. Disks with sector covering by electrodes are almost 
the main element of many microelectromechanical systems. Currently, there are no reliable and valid 
methods of constructing of mathematical models of piezoelectric transformers, which could be used as 
a theoretical basis for characteristics and parameters calculating of this class of functional elements 
of modern piezoelectronics. As a result of research of mathematical model of a real device, a set of 
geometrical, physical, mechanical and electrical parameters of a real object that provides implemen-
tation of technical indicators of functional element of piezoelectronics specified in the technical task 
can be determined. This significantly reduces time and cost of new functional elements of piezoelec-
tronics developing. The cost of the saved resources is the commercial price of the mathematical 
model. 

The purpose of this article is to develop principles and methods of mathematical models of disk 
piezoceramic transformers with cut electrodes constructing. 

The main result of this article can be fixed as follows: a set of computational procedures based 
on fundamental principles of mechanics and electrodynamics is proposed, sequential implementation 
of which makes it possible to construct a mathematical model of disk piezoelectric transformer with 
sector electrodes in primary and secondary electric circuits. For the first time, a scheme for mathe-
matical model’s constructing is proposed, which allows in a natural way to take into account the en-
tire set of geometrical, physical, mechanical and electrical parameters of areal design of piezoelectric 
transformer. 

Key words: piezoelectric transformer, physical processes, mathematical model, sector elec-
trodes. 
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