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ПРИНЦИПЫ И МЕТОДЫ РАСЧЕТА ПЕРЕДАТОЧНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

ДИСКОВЫХ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ТРАНСФОРМАТОРОВ 

Часть 2. Методика расчета параметров и характеристик простейшего дискового  
пьезоэлектрического трансформатора 

 
В настоящее время отсутствуют надежные и достоверные методики построения ма-

тематических моделей пьезоэлектрических трансформаторов, которые могли бы использо-
ваться в качестве теоретических основ расчета характеристик и параметров этого класса 
функциональных элементов современной пьезоэлектроники. В настоящей статье была по-
строена математическая модель простейшего дискового трансформатора. В ходе построения 
и последующего исследования математической модели были установлены следующие факты: 

– пьезоэлектрический дисковый трансформатор является функциональным элементом 
пьезоэлектроники с отрицательными обратными связями; 

– для первичной оценки частот максимальных значений коэффициента трансформации 
можно использовать результаты расчета частот электромеханических резонансов радиаль-
но колеблющегося пьезокерамического диска; 

– абсолютные значения коэффициента трансформации существенным образом зависят 
от значений импеданса электрической нагрузки. 

Ключевые слова: пьезоэлектрический трансформатор, осесимметричные колебания, 
физические процессы, математическая модель. 

 
Введение. Простейший дисковый пье-

зоэлектрический трансформатор (рис. 1) со-
держит в своем составе первичную электри-
ческую цепь, состоящую из генератора разно-
сти электрических потенциалов ti

1eU ω  
( 1i −=  – мнимая единица; ω  - круговая час-
тота; t  - время) с внутренним электрическим 
импедансом гZ  и дискового электрода (пози-
ция 1 на рис. 1), и вторичную электрическую 
цепь, состоящую из кольцевого электрода 
(позиция 2) с подключенной к нему электрон-
ной схемой со входным электрическим импе-
дансом нZ , на котором формируется разность 
электрических потенциалов ti

2eU ω . Первич-
ная и вторичная электрические цепи пьезо-
электрического трансформатора не имеют 
гальванической связи. Энергообмен между 
ними осуществляется с помощью упругих ко-
лебаний поляризованного по толщине пьезо-
керамического диска (позиция 3 на рис. 1). 
Очевидно, что работа функционального эле-
мента пьезоэлектроники, который схемати-

чески показан на рис. 1, полностью описыва-
ется коэффициентом трансформации 

( ) 12 UU,K =Πω  (символом Π  обозначен на-
бор электрических, геометрических и физико-
механических параметров трансформатора), 
который, в сущности, является математиче-
ской моделью рассматриваемого устройства. 
Схема построения математической модели 
пьезоэлектрического трансформатора в общих 
чертах изложена в работе [1]. 
 

 
Рис. 1. Расчетная схема простейшего дискового 

пьезоэлектрического трансформатора 
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Построению и исследованию математи-
ческих моделей пьезоэлектрических транс-
форматоров посвящено немало публикаций. 
Начиная с монографии [2], основы расчета пе-
редаточных характеристик пьезоэлектрических 
трансформаторов рассматривались в работах 
[3–22]. 

Работы, посвященные расчету парамет-
ров и характеристик пьезоэлектрических 
трансформаторов, можно разделить на две 
группы. К первой группе относятся работы, 
которые опираются на полевую (как в работе 
[1]) модель пьезокерамического диска [3–17].  

Однако во многих из них описаны лишь 
процессы, происходящие в пьезоэлектричес-
ком диске с полностью электродированной 
поверхностью (сплошными электродами). 
Так, например, в работе [3] проведено иссле-
дование вынужденных колебаний круглой 
пьезокерамической пластины с учетом вязко-
упругости материала на частоте основного ре-
зонанса под действием внешней механической 
гармонической нагрузки для случаев жесткого 
закрепления контура и шарнирного опирания 
пластины. В работе [4] исследованы вибраци-
онные характеристики тонкого пьезоэлектри-
ческого керамического диска с различным 
соотношением его размеров. Задача опреде-
ления спектра собственных частот и форм ко-
лебаний рассмотрена в работах [5–7]. В рабо-
те [8] выводятся выражения для мгновенной 
мощности. В работе [9] построена математиче-
ская модель резонансных пьезоэлектрических 
преобразователей при закрепленных и сво-
бодных концах. Математическая модель со-
стояния пьезоэлектрика с градиентным полем 
возбуждения в плоскости кристаллического 
элемента представлена в работе [10]. В работе 
[11] определены основные параметры пьезо-
керамики из измерения максимальной и ми-
нимальной проводимостей. В работе [12] ис-
следуются амплитудно-фазовые зависимости 
для радиальных перемещений, суммы глав-
ных напряжений и компонент полной прово-
димости в окрестности резонансных и антире-
зонансных частот. Колебания пьезоэлектричес-
ких пластин при импульсном нагружении ис-
следованы в работе [13].  

Также существует ряд работ, посвящен-
ных решению задачи электромеханических 
колебаний пьезоэлектрических элементов с 
разделенными электродами (трансформатор-
ный тип). В работах [14] и [15] рассмотрены 
конструкции пьезоэлектрического трансфор-

матора плоского поперечно-продольного и 
стержневого типа соответственно. В работе 
[16] проведен анализ зависимости коэффици-
ента трансформации дискового пьезоэлектри-
ческого трансформатора от места расположе-
ния вторичного электрода, от ширины вторич-
ного электрода и от значения электрической 
нагрузки на вторичном электроде. В работе 
[17] рассмотрены радиальные осесимметрич-
ные колебания тонкого пьезокерамического 
диска с частично электродированной поверх-
ностью. Построена математическая модель 
процесса регистрации радиальных колебаний 
поляризованного по толщине пьезокерамиче-
ского диска. 

Рассмотренные выше работы имеют раз-
розненный характер, на основании чего можно 
утверждать, что в настоящее время существует 
потребность в создании целостной методики 
построения математических моделей пьезо-
электрических трансформаторов, которые мог-
ли бы использоваться в качестве теоретиче-
ских основ расчета их характеристик и пара-
метров, что и является целью данной работы. 

Ко второй группе относятся работы, ос-
нованные на использовании эквивалентных 
схем [18–22]. Математические модели пьезо-
электрических трансформаторов, построен-
ные на основе анализа так называемых экви-
валентных схем, не учитывают того очевид-
ного факта, что движения материальных час-
тиц пьезоэлектрического диска должны удов-
летворять второму и третьему законам Нью-
тона. Игнорирование этого фундаментального 
положения выводит эти модели за рамки ме-
ханики деформируемого твердого тела и, как 
следствие, гарантированно определяет их не-
адекватность реальным объектам и происхо-
дящим в них физическим процессам. 

Таким образом, актуальность разработ-
ки физически содержательных математиче-
ских моделей дисковых пьезоэлектрических 
трансформаторов сохраняется и в настоящее 
время. 

В работе [1] изложены принципы мате-
матического моделирования трансформато-
ров, работающих на осесимметричных ради-
альных колебаниях тонких пьезокерамических 
дисков. Специфические особенности расчета 
напряженно деформированного состояния 
пьезокерамического диска, обусловленные 
наличием двух (в простейшем случае), несу-
щих различный электрический потенциал, 
электродов, в этой работе не обсуждались. В 



ISSN 2306-4455 Вісник Черкаського державного технологічного університету 

 12

настоящей статье, в развитие основных поло-
жений работы [1], излагается методика расче-
та конкретной конструкции (рис. 1) пьезо-
электрического трансформатора. Предваряя 
изложение этой методики, рассмотрим тесто-
вую задачу об электрическом импедансе ра-
диально колеблющегося тонкого пьезокера-
мического диска. 

1. Электрический импеданс радиально 
колеблющегося тонкого пьезокерамического 
диска 

Предположим, что на электродирован-
ные поверхности 0z =  и α=z  тонкого 
( 1R <<α ) пьезокерамического диска (рис. 2) 
подается гармонически изменяющаяся во вре-
мени по закону tie ω  разность электрических 
потенциалов с амплитудным значением 0U . 
Будем считать, что пьезокерамический диск 
поляризован по толщине. В этом случае мат-
рицы его материальных констант определяют-
ся соотношениями (1.1) – (1.3) из работы [1]. 

 

 
Рис. 2. К расчету электрического импеданса 

радиально колеблющегося диска 
 
В работе [1] показано, что электричес-

кий импеданс ( )ωZ  пьезокерамического диска 
радиусом R  определяется следующим выра-
жением: 

 ( ) ( )( )Πωω
−=ω

σ ,FCi
1Z 0

1

, (1.1) 

где αχπ= σσ
33

2RC  - статическая электричес-
кая емкость пьезокерамического диска; 

E
33

2
333333 ce+χ=χ εσ  - диэлектрическая прони-

цаемость в направлении оси z0 , измеренная в 
режиме постоянства (равенства нулю) меха-
нического напряжения (верхний символ σ ); 

εχ33  - диэлектрическая проницаемость, изме-
ряемая в режиме равенства нулю механичес-
ких деформаций (символ ε ); 33e  - пьезомо-
дуль; E

33c  - модуль упругости, измеряемый в 
режиме постоянства (равенства нулю) напря-
женности электрического поля в объеме де-
формируемого пьезоэлектрика (символ E ); 

( )( ) ( ) ( ) 1RRFe,F 3331
0

1 −χα=Πω σ
ρ

∗  - частотно за-
висимая функция; E

33
E
12333131 cceee −=∗  - пье-

зомодуль для режима планарных (радиаль-
ных) колебаний тонкого пьезокерамического 
диска; E

12c  - модуль упругости; функция 
( ) ( ) 0URuRF ρρ =  - чувствительность диска в 

режиме обратного пьезоэлектрического эф-
фекта; ( )Ruρ  - значение радиального компо-
нента вектора смещения материальных частиц 
на границе диска R=ρ . 

В области низких частот, когда длина 
упругой волны существенно превосходит 
толщину диска, в нем существуют радиаль-
ные колебания материальных частиц, вектор 
смещения которых практически полностью 
определяется радиальным компонентом ( )ρρu . 
Радиальное смещение ( )ρρu  удовлетворяет 
уравнению установившихся колебаний, кото-
рое записывается [23] в следующем виде: 

 ( ) 0u1 2
0 =ωρ+σ−σ

ρ
+

ρ∂

σ∂
ρϕϕρρ

ρρ , (1.2) 

где ρρσ  и ϕϕσ  - механические напряжения 
сжатия-растяжения, которые в цилиндричес-
кой системе координат ( )z,,ϕρ  рассчитывают-
ся по следующим формулам [23]: 

z
ecc 311211 ∂

Φ∂
+ε+ε=σ ∗

ϕϕρρρρ , 

 
z

ecc 311112 ∂
Φ∂

+ε+ε=σ ∗
ϕϕρρϕϕ , (1.3) 

где ( ) E
33

2E
12

E
1111 cccc −= ; ( )E

33
E
12

E
1212 cc1cc −=  

- модули упругости для режима радиальных 
колебаний тонкого пьезокерамического диска; 

ρ∂∂=ε ρρρ u  и ρ=ε ρϕϕ u  - деформации сжа-
тия-растяжения вдоль соответствующих ко-
ординатных линий цилиндрической системы 
координат; Φ  - электрический потенциал в 
объеме деформируемого пьезокерамического 
диска. 

Производная z∂Φ∂  в расчетных соот-
ношениях (1.3) определяется следующим об-
разом. 

Вектор электрической индукции D
r

 в 
тонком, осесимметрично деформируемом пье-
зокерамическом диске практически полнос-
тью определяется аксиальным компонентом 

zD , который рассчитывается [1] по формуле 

 ( )
z

eD 3331z ∂
Φ∂

χ−ε+ε= σ
ϕϕρρ

∗ . (1.4) 
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Так как в диэлектрике отсутствуют сво-
бодные носители электричества, то 0Ddiv =

r
. 

Из этого условия следует, что 0zDz =∂∂ . 
Учитывая это обстоятельство, проинтегриру-
ем левую и правую части соотношения (1.4) 
по координате z  в пределах от нуля до α . 
Выполнив это действие, получаем 

( ) ( ) ( )[ ]0eD 3331z Φ−αΦχ−ε+εα=α σ
ϕϕρρ

∗ . 

Так как ( ) ( ) 0U0 =Φ−αΦ , то из послед-
него равенства следует, что 

 ( )
α

χ−ε+ε= σ
ϕϕρρ

∗ 0
3331z

U
eD . (1.5) 

Сравнивая правые части двух, физичес-
ки эквивалентных, определений (1.4) и (1.5) 
одной и той же величины, находим, что 

 
α

=
∂

Φ∂ 0U
z

. (1.6) 

Таким образом, 

α
+

ρ
+

ρ∂

∂
=σ ∗ρρ

ρρ
0

311211
Ue

u
c

u
c , 

 
α

+
ρ

+
ρ∂

∂
=σ ∗ρρ

ϕϕ
0

311112
Ue

u
c

u
c . (1.7) 

Подставляя соотношения (1.7) в урав-
нение (1.2), получаем уравнение Бесселя сле-
дующего вида: 

 ( ) 0u1x
x

u
x

x

u
x 2

2

2
2 =−+

∂

∂
+

∂

∂
ρ

ρρ , (1.8) 

где безразмерная величина γρ=x ; 

011c ρω=γ  - волновое число радиальных 
колебаний тонкого диска. 

Решение уравнения (1.8), которое не 
обращается в бесконечность в точке 0=ρ , 
записывается [24] в следующем виде: 
 ( ) ( )γρ=ρρ 1JAu , (1.9) 

где A  - константа; ( )γρ1J  - функция Бесселя 
первого порядка. 

В случае шарнирного (рис. 2) или сво-
бодного (мягкого) закрепления диска по кон-
туру R=ρ  должно выполняться условие  

 0
R

=σ
=ρρρ . (1.10) 

Подставляя в условие (1.10) первое со-
отношение (1.7), определяем значение кон-
станты A : 

( ) ( ) ( )[ ]Ω−−ΩΩα
−=

∗

11011

031

Jk1J
1

c
RUeA , 

где Rγ=Ω  - безразмерное волновое число; 
11121 cck =  - безразмерный параметр, кото-

рый в англоязычной литературе часто назы-
вают отношением Пуассона. 

Таким образом, радиальные смещения 
материальных частиц тонкого пьезокерами-
ческого диска рассчитываются по формуле 

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]Ω−−ΩΩ

ρΩ
α

−=ρ
∗

ρ
110

1

11

031

Jk1J
RJ

c
RUeu .(1.11) 

Подставляя чувствительность 
( ) ( ) 0URuRF ρρ =  в определение функции 

( )( )Πω,F 0
1 , получаем выражение для расчета 
электрического импеданса радиально колеб-
лющегося диска 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]Ω−−−ΩΩ

Ω−−ΩΩ

ω
=ω

ρ
σ

1
2

10

110

JK2k1J
Jk1J

Ci
1Z ,(1.12) 

где ( ) ( )1133
2

31
2 ceK σ∗
ρ χ=  - квадрат коэффици-

ента электромеханической связи для режима 
радиальных колебаний тонкого пьезокерами-
ческого диска. 

На рис. 3 показан график модуля элек-
трического импеданса ( )ωZ  диска из пьезо-
электрической керамики типа ЦТС со сле-
дующими параметрами: 

3
0 мкг7400=ρ ; ГПа112cE

11 = ; ГПа62cE
12 = ; 

ГПа100cE
33 = ; 2

33 мКл20e = ; 
2

31 мКл9e −= ; 033 1800χ=χε ; 
мФ1085,8 12

0
−⋅=χ . 

Добротность пьезокерамики 80Qм = . 
Размеры диска: м102,1 3−⋅=α ; м1025R 3−⋅= . 
По оси ординат отложены значения модуля 
электрического импеданса в килоомах, по оси 
абсцисс отсчитывается безразмерная частота 

0R ωτ=γ=Ω , где vR0 =τ  - временной мас-
штаб; 011cv ρ=  - скорость распростране-
ния упругих возмущений в тонком диске. Для 
приведенных выше значений параметров 

см3153v =  и с1093,7 6
0

−⋅=τ . Значению 
1=Ω  соответствует циклическая частота 

Гц20072f = . Расчет электрического импе-
данса начинался с частоты 025,00 =Ω . 
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Рис. 3. Модуль электрического импеданса радиально колеблющегося диска 

 
Отчетливо видно, что электрический 

импеданс диска на некоторых частотах при-
нимает практически нулевые значения. Эти 
частоты принято называть частотами элек-
тромеханического резонанса [23]; их обозна-
чим символом pΩ . При сравнительно не-
большом увеличении частоты смены знака 
напряженно-деформированного состояния 
сверх значения pΩ  наблюдается резкое и 
весьма значительное увеличение модуля элек-
трического импеданса ( )ωZ  радиально колеб-
лющегося диска. Эти частоты называются 
частотами электромеханического антирезо-
нанса и обозначаются символом aΩ . Число-
вые значения частот pΩ  и aΩ  определяются 
как ненулевые корни трансцендентных урав-
нений: 
 ( ) ( ) ( ) 0Jk1J p11p0p =Ω−−ΩΩ , (1.13) 

 ( ) ( ) ( ) 0JK2k1J a1
2

1a0a =Ω−−−ΩΩ ρ .(1.14) 

Как следует из уравнений (1.13) и 
(1.14), числовые значения частот резонансов 

pΩ  зависят от значений параметра 

11121 cck = . Числовые значения частот анти-
резонансов aΩ  определяются двумя парамет-
рами – параметром 1k  и коэффициентом элек-
тромеханической связи ρK . В табл. 1 приве-
дены числовые значения безразмерных частот 
первых трех электромеханических резонансов 
(символы pkΩ  ( 3;2;1k = )) в дисках с различ-
ными значениями параметра 1k . Легко заме-

тить, что чувствительность числовых значе-
ний резонансных частот к вариациям пара-
метра 1k  максимальна для частот первого ре-
зонанса и резко уменьшается для частот по-
следующих по номеру резонансов. 

Таблица 1 
Частоты электромеханических резонансов 
радиально колеблющегося тонкого диска 

 
 

Термины «электромеханический резо-
нанс» и «электромеханический антирезонанс» 
обусловлены следующими обстоятельствами. 
На частоте pΩ  силы упругости 
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( ) ρ+ρ∂∂=ρσ ρρρρ ucuc 1211
упр , которые в лю-

бом цилиндрическом сечении const=ρ  урав-
новешивают силы Кулона α=σ ∗

ρρ 031
K Ue , об-

ращаются практически в нуль на поверхности 
R=ρ . Вследствие этого силы Кулона K

ρρσ  
практически беспрепятственно отклоняют от 
положения равновесия материальные частицы 
цилиндрического слоя R=ρ . Естественно, что 
радиальные смещения материальных частиц 
этого слоя резко возрастают. Поскольку мате-
риальные частицы диска достаточно жестко 
связаны между собой, постольку увеличение 
радиальные смещений в сечении R=ρ  сопро-
вождается увеличением смещений по всему 
объему диска. При этом пьезокерамический 
диск начинает потреблять существенно боль-
шую энергию от источника колебаний, т. е. от 
генератора разности электрических потенциа-
лов. Состояние физической системы, при кото-
ром потребляется максимальное количество 
энергии от источника, который питает эту сис-
тему, называется резонансным или просто ре-
зонансом. Таким образом, на частоте pΩ  ради-
ально колеблющийся тонкий пьезокерамичес-
кий диск входит в состояние резонанса и по-
требляет от генератора гармонических колеба-
ний, который, как известно, обладает беско-
нечным запасом энергии, максимальное коли-
чество энергии. Говоря иными словами, элек-
трический ток в проводниках (рис. 2) сущест-
венно увеличивается. Поскольку амплитудное 
значение 0U  разности электрических потен-
циалов остается постоянным, постольку уве-
личение тока обеспечивается уменьшением 
модуля электрического импеданса ( )ωZ . 

На частоте электромеханического анти-
резонанса наблюдается минимальное потреб-
ление энергии от источника радиальных коле-
баний, т. е. от генератора электрических сигна-
лов. На частоте aΩ  распределение объемной 
деформации ϕϕρρ ε+ε=εV  вдоль радиуса диска 
таково, что интеграл от аксиального компонен-
та zD  вектора электрической индукции стано-
вится минимальным. В пределе, когда механи-
ческая добротность ∞→мQ , т. е. в случае от-
сутствия потерь энергии упругих колебаний в 
материале диска, интеграл становится равным 
нулю. Процедуру интегрирования выполняет 
электродированная поверхность диска. Мини-
мальному, в пределе – нулевому, значению 
интеграла соответствует минимальный (нуле-

вой) электрический заряд на электродирован-
ных поверхностях колеблющегося диска. 
Электрический ток в проводниках и заряд на 
электродированных поверхностях диска ли-
нейно связаны между собой, т. е. минимально-
му (нулевому) заряду соответствует мини-
мальный (в пределе - нулевой) электрический 
ток в проводниках. Поскольку разность потен-
циалов 0U  на выходе идеального генератора 
электрического напряжения является постоян-
ной величиной, постольку уменьшение ампли-
туды электрического тока в проводниках про-
исходит из-за увеличения (в пределе – до бес-
конечности) электрического импеданса колеб-
лющегося диска. 

На врезке в поле рис. 3 показано изме-
нение модуля электрического импеданса в 
ближайшей окрестности частоты первого 
электромеханического антирезонанса. 

Опираясь на полученные результаты, 
рассмотрим простейший (рис. 1) дисковый 
пьезоэлектрический трансформатор. 

2. Математическая модель простей-
шего дискового пьезоэлектрического транс-
форматора. 

Сообразно показанному на рис. 1 рас-
положению электродов, в объеме пьезокера-
мического диска можно выделить три облас-
ти, а именно: область 1 ( 1R0 ≤ρ≤ ), область 2 
( 21 RR ≤ρ≤ ) и область 3 ( RR2 ≤ρ≤ ). Об-
ласть 2 отличается от областей 1 и 3 гранич-
ными электрическими условиями. Действи-
тельно, в области 2 аксиальный компонент 

( )2
zD вектора электрической индукции должен 

обращаться в нуль на поверхностях 0z =  и 
α=z  [25]. Поскольку рассматривается тон-

кий диск, то из сказанного выше следует, что 
 ( ) ( ) Vz,0D 2

z ∈ρ∀= , (2.1) 
где V  - объем диска. 

Из равенства (1.4) при ( ) 0D 2
z =  следует, 

что 

 
( )

( ) ( )( )22

33

31
2 e

z ϕϕρρσ

∗

ε+ε
χ

=
∂
Φ∂ , (2.2) 

где ( )2Φ  - электрический потенциал, а ( )2
ρρε  и 

( )2
ϕϕε  - деформации сжатия-растяжения во вто-
рой области. Подставляя производную 

( ) z2 ∂Φ∂  в соотношения (1.3), получаем 
формулы для расчета механических напря-
жений ( )2

ρρσ  и ( )2
ϕϕσ  в области без электродного 

покрытия: 
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( ) ( ) ( )2D
12

2D
11

2 cc ϕϕρρρρ ε+ε=σ , 

 ( ) ( ) ( )2D
11

2D
12

2 cc ϕϕρρϕϕ ε+ε=σ , (2.3) 

где ( ) σ∗ χ+= 33
2

31
E
11

D
11 ecc  и ( ) σ∗ χ+= 33

2
31

E
12

D
12 ecc  

- модули упругости, которые учитывают со-
гласное (связанное) действие сил упругости и 
сил Кулона. 

В областях под электродами, т. е. в об-
ластях 1 и 3, обобщенный закон Гука записы-
вается в следующем виде: 

( ) ( ) ( ) α+ε+ε=σ ∗
ϕϕρρρρ 033
1

12
1

11
1 Uecc , 

 ( ) ( ) ( ) α+ε+ε=σ ∗
ϕϕρρϕϕ 033
1

11
1

12
1 Uecc , (2.4) 

( ) ( ) ( ) α+ε+ε=σ ∗
ϕϕρρρρ 233
3

12
3

11
3 Uecc , 

 ( ) ( ) ( ) α+ε+ε=σ ∗
ϕϕρρϕϕ 233
3

11
3

12
3 Uecc . (2.5) 

Подставляя соотношения (2.4), (2.3) и 
(2.5) в уравнение установившихся колебаний 
(1.2), получаем выражения для расчета ради-
альных компонентов ( )( )ρρ

ku  ( 3;2;1k = ) векто-
ра смещения материальных частиц k -й об-
ласти диска: 
 ( )( ) ( )ργ=ρρ 111

1 JAu , (2.6) 

 ( )( ) ( ) ( )ργ+ργ=ρρ 213212
2 NAJAu , (2.7) 

 ( )( ) ( ) ( )ργ+ργ=ρρ 115114
3 NAJAu , (2.8) 

где 51 A,...,A  - подлежащие определению кон-
станты; 11 vω=γ  ( 0111 cv ρ= ) - волновое 
число радиальных колебаний в 1 и 3-й облас-
тях дискового трансформатора; 22 vω=γ  

( 2
10

D
112 K1vcv ρ+=ρ= ) – волновое число 

радиальных колебаний в области без элек-
тродного покрытия; ( )ργk1N  ( 2;1k = ) – функ-
ции Неймана первого порядка. 

На условных границах раздела областей 
должны выполняться условия кинематическо-
го и динамического сопряжения решений: 
 ( )( ) ( )( ) 0RuRu 1

2
1

1 =− ρρ , (2.9) 

 ( ) ( ) ( )( ) 0RR 1
2

1
1 =σ−σ ρρρρ , (2.10) 

 ( )( ) ( )( ) 0RuRu 2
3

2
2 =− ρρ , (2.11) 

 ( ) ( ) ( )( ) 0RR 2
3

2
2 =σ−σ ρρρρ . (2.12) 

Условия (2.9) – (2.12) дополняются ус-
ловием на границе диска R=ρ . В случае 
шарнирного или свободного (мягкого) закре-
пления оно записывается в следующем виде: 

 ( )( ) 0R3 =σρρ . (2.13) 

Подставляя выражения (2.6) – (2.8) в 
формулы для расчета деформаций 

( ) ( ) ρ∂∂=ε ρρρ
kk u  и ( ) ( ) ρ=ε ρϕϕ

kk u  ( 3;2;1k = ), а по-
лученные результаты - в соотношения (2.3) – 
(2.5), получаем следующую систему алгеб-
раических уравнений: 

 m

5

1n

nmn PA =α∑
=

   ( 5,...,1n;m = ), (2.14) 

где ( )1111 rJ Ω=α ; R1γ=Ω ; RRr 11 = ;  

( )ξΩ−=α 1112 rJ ; 2K1 ρ+=ξ ; 
( )ξΩ−=α 1113 rN ; 01514 =α=α ; 0P1 = ; 

( ) ( )11
1

1
1021 rJ

r
k1rJ Ω

Ω
−

−Ω=α ; 
11

12
1 c

ck = ; 

( ) ( )







ξΩ

ξΩ
−

−ξΩξ−=α 11
1

2
1022 rJ

r
k1rJ ; 

2

2
1

D
11

D
12

2 K1

Kk

c
ck

ρ

ρ

+

+
== ; 

( ) ( )







ξΩ

ξΩ
−

−ξΩξ−=α 11
1

2
1023 rN

r
k1rN ; 

02524 =α=α ; 
Ω

−= 0
2

U
qP ; 

11

31

c
Req
α

=
∗

; 031 =α ; 

( )ξΩ=α 2132 rJ ; RRr 22 = ; ( )ξΩ=α 2133 rN ; 
( )2134 rJ Ω−=α ; ( )2135 rN Ω−=α ; 0P3 = ; 

041 =α ; ( ) ( )







ξΩ

ξΩ
−

−ξΩξ=α 21
2

2
2042 rJ

r
k1rJ ; 

( ) ( )







ξΩ

ξΩ
−

−ξΩξ=α 21
2

2
2043 rN

r
k1rN ; 

( ) ( )







Ω

Ω
−

−Ω−=α 21
2

1
2044 rJ

r
k1rJ ; 

( ) ( )







Ω

Ω
−

−Ω−=α 21
2

1
2045 rN

r
k1rN ; 

Ω
= 2

4
UqP ; 

0535251 =α=α=α ; ( ) ( )Ω
Ω
−

−Ω=α 1
1

054 Jk1J ; 

( ) ( )Ω
Ω
−

−Ω=α 1
1

055 Nk1N ; 
Ω

−= 2
5

UqP . 

Для определения коэффициента транс-
формации, т. е. для построения математичес-
кой модели простейшего пьезокерамического 
трансформатора, необходимо определить ко-
эффициенты 1A , 4A  и 5A . Решение системы 
уравнений (2.14) доставляет следующие рас-
четные соотношения: 
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12
2

11
0

1 AqUA
qU

A
Ω

−
Ω

= , 

42
2

41
0

4 AqUA
qU

A
Ω

+
Ω

−= ,  

 52
2

51
0

5 AqUA
qU

A
Ω

−
Ω

= , (2.15) 

где 0111 DBA = ; 0112 DCA = ; 0441 DBA = ; 
0442 DCA = ; 0551 DBA = ; 0552 DCA = ; 

5554

45444342

35343332

232221

131211

0

000
0
0

00
00

detD

αα
αααα
αααα

ααα
ααα

= ;   

5554

554554444342

35343332

1312

1

00

00

detB

αα
α+αα+ααα

αααα
αα

= ; 

554554444342

35343332

2322

1312

1
00
00

detC

α+αα+ααα
αααα

αα
αα

= ;   

55

55454342

353332

131211

4

000
0
0

0

detB

α
α+ααα

ααα
ααα

= ; 

55454342

353332

232221

131211

4

0
0

0
0

detC

α+ααα
ααα

ααα
ααα

= ;   

54

54444342

343332

131211

5

000
0
0

0

detB

α
α+ααα

ααα
ααα

= ; 

54444342

343332

232221

131211

5

0
0

0
0

detC

α+ααα
ααα

ααα
ααα

= . 

Из определений (2.15) коэффициентов 
1A , 4A  и 5A  следует, что они зависят от зна-

чений двух потенциалов, т. е. дисковый пье-
зоэлектрический трансформатор (как, впро-
чем, и любой пьезоэлектрический трансфор-
матор) является функциональным элементом 
пьезоэлектроники с отрицательной обратной 
связью. 

Очевидно, что потенциалы 0U  и 2U  
связаны между собой линейной зависи-
мостью. Для того чтобы установить эту связь, 
еще раз рассмотрим изложенную в работе [1] 
схему вычисления потенциала 2U . Согласно 
[1], электрический заряд ( )3Q  на покрываю-
щих область 3 пьезокерамического диска 
кольцевых электродах определяется следую-
щим образом: 

( ) ( )
( )( )

∫∫ ρ












α
χ−

ρ∂

ρ∂

ρ
ρπ=ρρπ= σρ

∗

ρ

R

R

2
33

3
31

R

R

33

22

dUue2dD2Q ,(2.16) 

где ( ) ( ) ( )RNARJAu 1514
3 ρΩ+ρΩ=ρ . 

Выполняя интегрирование в выражении 
(2.16), получаем 

( ) ( )( ) ( )( )[ ] 232
3

2
3

31
3 UCRuRRRue2Q σ

ρρ
∗ −−π= ,(2.17) 

где ( ) αχ−π= σσ
33

2
2

2
3 RRC  - статическая элек-

трическая емкость электродированной облас-
ти 3. Поскольку ( )3

2 íU i Q Z= − ω , постольку из 
соотношения (2.17) следует 
 

( ) ( )2 2
2 3 í 0 1 2 3 í 2 2 2 3 í 2U i C Z U K ,R i C Z U K ,R i C Z Uσ σ σ

ρ ρ= ω Ψ Ω − ω Ψ Ω + ω , 

где ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }2121512121412
2

21 rNrNArJrJA
r1

2R, Ω−Ω−Ω−Ω
−Ω

=ΩΨ ; RRr 22 = ; 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }2121522121422
2

22 rNrNArJrJA
r1

2R, Ω−Ω−Ω−Ω
−Ω

=ΩΨ . 

 
Из последнего равенства следует, что 

 ( )ΠΩ= ,KUU 202 , (2.18) 
где  

( ) ( )
( )

2
3 í 1 2

2 2
3 í 2 2

i C Z K ,R
K ,

1 i C Z 1 K ,R

σ
ρ

σ
ρ

ω Ψ Ω
Ω Π =

 − ω − Ψ Ω 
. 

Подставляя выражение (2.18) в соотно-
шение для расчета коэффициента 1A , опреде-
ляем радиальное смещение ( )( )ρρ

1u  с учетом 
отрицательной обратной связи в объеме ради-
ально колеблющегося пьезокерамического 
диска 
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 ( )( ) ( ) ( )[ ] ( )RJA,KA
qU

RJAu 112211
0

11
1 ρΩΠΩ−

Ω
=ρΩ=ρρ . (2.19) 

 
Электрический заряд ( )1Q  на электродах 

области 1 определяется следующим образом 
[1]: 
 ( ) ( )( ) 011

1
131

1 UCRuRe2Q σ
ρ

∗ −π= , (2.20) 
где αχπ= σσ

33
2
11 RC  - статическая электриче-

ская емкость первой области. Электрический 
импеданс ( )ω1Z  этой области записывается [1] 
в виде 

 ( ) ( )1
0

1 Qi
U

Z
ω−

=ω . (2.21) 

Подставляя выражение (2.19) в опреде-
ление (2.20) электрического заряда ( )1Q , а по-
лученный результат – в формулу (2.21), полу-
чаем 

( )
( )ΠΩω

−=ω
σ ,FCi

1Z oc
11

1 , 

где 

( ) ( ) ( )
2

oc
1 11 2 12 1 1

1

2K
F , A K , A J r 1

r
ρ  Ω Π = − Ω Π Ω − Ω

 

– частотно зависимая функция, которая учи-
тывает отрицательную обратную связь (сим-
вол oc ) в объеме пьезоэлектрического диска; 

RRr 11 =  - безразмерный радиус электрода 
первичной электрической цепи трансформа-
тора. 

Зная электрический импеданс ( )ω1Z , 
можно определить потенциал 0U  на электроде 

 ( )
( ) ( )ΠΩω−

=
ω+

ω
=

σ ,FZCi1
U

ZZ
ZUU oc

1и1

1

1и

11
0 .(2.22) 

Подставляя соотношение (2.22) в выра-
жение (2.18), определяем коэффициент 
трансформации простейшего дискового пье-
зоэлектрического трансформатора 

 ( ) ( )
( )

22
oc

1 1 è 1

K ,U
K ,

U 1 i C Z F ,σ

Ω Π
ω Π = =

− ω Ω Π
.(2.23) 

Выражение (2.23) является математичес-
кой моделью дискового пьезокерамического 
трансформатора, которая учитывает обратные 
связи, существующие в объеме колеблющего-
ся диска. 

На рис. 4 показаны графики модуля ко-
эффициента трансформации для различных 
относительных размеров электродов в пер-
вичной и вторичной электрических цепях 
дискового пьезоэлектрического трансформа-
тора. Значения материальных констант пьезо-
керамики те же, что были использованы при 
построении рис. 3. Радиус диска – 

м105,2R 2−⋅= , толщина диска – м102,1 3−⋅=α . 
Выходной электрический импеданс генерато-
ра – Ом50Zи = , импеданс электрической 
нагрузки - Ом1000Zн = . 

 
Рис. 4. Абсолютные значения коэффициента трансформации для различных размеров электродов 
в первичной и вторичной электрических цепях дискового пьезоэлектрического трансформатора 
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Легко заметить, что частотно зависимые 
значения коэффициента трансформации су-
щественным образом изменяются при изме-
нении размеров электродов. Частоты локаль-
ных максимумов модуля функции ( )Πω,K  
также зависят от размеров электродов. Вместе 
с тем, частоты локальных максимумов распо-
лагаются в ближайшей окрестности частот 
электромеханических резонансов радиально 
колеблющегося диска (см. табл. 1). Таким об-
разом, выбор размеров диска и первичная 
оценка частот максимальных значений коэф-
фициента трансформации могут быть осуще-
ствлены на основании данных табл. 1. 

На рис. 5 показаны графики модуля 
функции ( )Πω,K , которые рассчитывались 
для фиксированных значений радиусов элек-
тродов ( м102,1R 2

1
−⋅=  и м105,1R 2

2
−⋅= ) 

диска, параметры которого указаны в ком-

ментариях к рис. 3, и фиксированного значе-
ния импеданса источника Ом50Zи = . Варьи-
руемым параметром для семейства кривых на 
рис. 5 является значение электрической на-
грузки нZ . При малом значении нZ  транс-
форматор работает в режиме, близком к ко-
роткому замыканию во вторичной цепи. Ко-
эффициент трансформации при этом, естест-
венно, стремится к нулю. При больших значе-
ниях нагрузочного сопротивления возрастает 
глубина отрицательной обратной связи, что 
опять сопровождается уменьшением коэффи-
циента трансформации. Несложно прийти к 
заключению, что для каждой конкретной кон-
струкции пьезоэлектрического трансформато-
ра существует оптимальное (в смысле вели-
чины коэффициента трансформации) значе-
ние электрического импеданса нагрузки. 

 

 
Рис. 5. Абсолютные значения коэффициента трансформации для различных значений 

электрической нагрузки нZ  во вторичной электрической цепи 
дискового пьезоэлектрического трансформатора 

 
Выводы. В настоящей статье развиты 

основные положения работы [1] и была по-
строена математическая модель простейшего 
дискового трансформатора. В ходе построе-
ния и последующего исследования математи-
ческой модели были установлены следующие 
факты: 

- пьезоэлектрический дисковый транс-
форматор является функциональным элемен-
том пьезоэлектроники с отрицательными об-
ратными связями; 

- для первичной оценки частот макси-
мальных значений коэффициента трансфор-
мации можно использовать результаты расче-
та частот электромеханических резонансов 
радиально колеблющегося пьезокерамическо-
го диска; 

- абсолютные значения коэффициента 
трансформации существенным образом зави-
сят от значений импеданса электрической на-
грузки. 
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PRINCIPLES AND METHODS OF THE CALCULATION  
OF TRANSFER CHARACTERISTICS OF DISK PIEZOELECTRIC TRANSFORMERS 

Part 2. The procedure of calculation of parameters and characteristics of the simplest disk  
piezoelectric transformer 

 
With the help of a personal computer it is possible in a few hours to model many combinations 

of geometric, physical and mechanical parameters of specific design of piezoelectric transformer, and 
to find a combination thereof, which provides an implementation of the devices specified parameters. 
This allows to sharply reduce the number of natural experiments, which inevitably are carried out in 
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the process of new devices development. In addition, using a mathematical model it is easy to deter-
mine the characteristics sensitivity of piezoelectric transformer to variations of the elements parame-
ters of its design. With the access to these dependences, we can implement a rational choice of prod-
ucts manufacturing technology, i.e. choose the least expensive technology from a number of ones. 
Thus, high-quality mathematical model can significantly reduce the time and cost of the development 
of piezoelectric transformers new models. 

It is these sufficiently obvious circumstances that encouraged and encourage professionals to 
develop various aspects of the theory of piezoelectric transformers. 

In most papers the described methods of piezoelectric transformers models constructing are 
mostly based on the use of equivalent electrical circuits and it does not allow analyzing of stress-strain 
state of solids with piezoelectric effects. 

Currently, there are no reliable and valid methods of constructing of mathematical models of 
piezoelectric transformers, which could be used as a theoretical basis for calculating of characteris-
tics and parameters of this class of functional elements of modern piezoelectronics. In this paper ma-
thematical model of the simplest disk transformer is constructed. During the construction and subse-
quent study of mathematical model the following facts are determined:  

– disk piezoelectric transformer is a functional element of piezoelectronics with negative feed-
back; 

– for primary evaluation of frequencies of maximum values of transformation ratio the results of 
the calculation of frequencies of electromechanical resonances of radially oscillating piezoceramic 
disk can be used; 

– absolute values of transformation ratio substantially depend on the values of electric load im-
pedance. 

Keywords: piezoelectric transformer, axially symmetric oscillations, physical processes, ma-
thematical model. 
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