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Актуальность применения различных функциональных элементов пьезоэлектроники в 
силовых и информационных системах объясняется, прежде всего, их высокой надежностью, а 
также малыми габаритами и весом, что в значительной мере облегчает решение проблемы 
миниатюризации таких систем. 

Основной целью данной статьи является построение математической модели пьезо-
электрического трансформатора стержневого типа. 
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Введение. Известно, что при динами-
ческом деформировании упругого объекта 
различные участки его поверхности совер-
шают колебания с различными амплитудами. 
Образуются области, которые называются 
узлами, в которых амплитуда колебаний ма-
териальных частиц поверхности деформи-
руемого твердого тела принимает минималь-
ные значения. Вместе с этим на поверхности 
колеблющегося объекта можно найти участ-
ки, где амплитуда колебаний принимает мак-
симальные значения. Участки локальных 
максимумов амплитуд колебаний материаль-
ных частиц поверхности деформируемого 
твердого тела называются пучностями. Оче-
видно, что упругие деформации в узловых 
областях имеют существенно меньшие зна-
чения по сравнению с деформациями в пуч-
ностях. Если материал упругого объекта об-
ладает пьезоэлектрическими свойствами, то 
поляризационные заряды, которые форми-
руются в узлах и пучностях вследствие про-
явления прямого пьезоэлектрического эф-
фекта, будут в значительной мере отличаться 
друг от друга по величине. Этот, в достаточ-
ной степени очевидный, факт используется 
при построении пьезоэлектрических транс-
форматоров. Если электрод вторичной элек-
трической цепи разместить в области суще-
ствования пучности, то на нагрузочном со-
противлении можно ожидать достаточно 
большое падение электрического напряже-
ния. Естественно, что при размещении элек-
трода в узловой области, следует ожидать су-

щественного уменьшения выходной разности 
электрических потенциалов на нагрузочном 
сопротивлении во вторичной электрической 
цепи трансформатора. 

Актуальность применения различных 

функциональных элементов пьезоэлектрони-

ки в силовых и информационных системах 

объясняется, прежде всего, их высокой на-

дежностью [1] – интенсивность отказов со-

ставляет 610 , т. е. сопоставима с показателя-

ми надежности интегральных микросхем, а 

также малыми габаритами и весом, что в зна-

чительной мере облегчает решение проблемы 

миниатюризации таких систем. 

Построению и исследованию математи-

ческих моделей пьезоэлектрических транс-

форматоров посвящено немало публикаций. 

Начиная с монографии [2], основы расчета 

передаточных характеристик пьезоэлектри-

ческих трансформаторов рассматривались, 

например, в работах [3–6]. Однако рассмот-

ренные работы не объединены каким-либо 

системным подходом, имеют характер раз-

розненных эпизодов, на основании чего мож-

но утверждать, что в настоящее время суще-

ствует потребность в создании целостной 

методики построения математических моде-

лей пьезоэлектрических трансформаторов, 

которая могла бы использоваться в качестве 

теоретической основы расчета их характери-

стик и параметров. 

Таким образом, актуальность разработ-

ки физически содержательных математиче-
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ских моделей пьезоэлектрических трансфор-

маторов сохраняется и в настоящее время. 

Целью данной работы является по-

строение математической модели пьезоэлек-

трического трансформатора стержневого типа. 

Для того, чтобы показать основные осо-

бенности математического моделирования 

пьезоэлектрических трансформаторов, рас-

смотрим простейшую конструкцию транс-

форматора, которая изображена на рис. 1. 

Призматический стержень длиной L  с пря-

моугольным поперечным сечением размером 

 b  изготовлен из поляризованной вдоль 

оси 3
Ox  пьезокерамики типа ЦТС (цирконат 

титанат свинца). Нижняя поверхность 3
0x  

стержня электродирована и заземлена. На 

верхней поверхности 3
 x  расположены 

два электрода (позиции 1 и 2 на рис. 1), кото-

рые образуют первичную и вторичную элек-

трические цепи пьезоэлектрического транс-

форматора. Первичная цепь состоит из источ-

ника разности электрических потенциалов 

1

i tU e  ( 1
U  – амплитудное значение разности 

электрических потенциалов; 1 i  – мни-

мая единица;   – круговая частота смены 

знака разности потенциалов; t  – время) с 

выходным электрическим импедансом 1
Z  и 

электрода № 1. Вторичная электрическая цепь 

трансформатора состоит из электрода № 2 

(позиция 2 на рис. 1) и электрической нагруз-

ки 2
Z , на которой выделяется разность по-

тенциалов 2

i tU e . 

Очевидно, что системной функцией (ма-

тематической моделью) пьезоэлектрического 

трансформатора является коэффициент транс-

формации   ,K  (символ   в списке ар-

гументов комплекснозначной функции 

  ,K  означает набор геометрических, фи-

зико-механических и электрических парамет-

ров пьезоэлектрического трансформатора), 

который определяется следующим образом: 

   2

1

  ,
U

K
U

. (1) 

Принцип действия показанного на 

рис. 1 стержневого трансформатора в доста-

точной степени очевиден. 

 
Рис. 1. Схематическое изображение  

конструкции стержневого  

пьезоэлектрического трансформатора 

 

При подаче на электрод № 1 (позиция 1 

на рис. 1) разности электрических потенциа-

лов от внешнего источника в области 

1 2 2
 x  пьезокерамического стержня из-

за обратного пьезоэлектрического эффекта 

возникают вынужденные продольные колеба-

ния материальных частиц пьезоэлектрика. 

Благодаря упругим связям в процесс про-

дольных гармонических колебаний вовлека-

ются все без исключения материальные час-

тицы (элементарные объемы деформируемого 

твердого тела) пьезокерамического стержня. 

В результате прямого пьезоэлектрического 

эффекта на электроде № 2 вторичной элек-

трической цепи появляется электрический 

заряд  2
Q , который своим электрическим 

полем приводит в движение свободные носи-

тели электричества в проводнике вторичной 

электрической цепи. Электрический ток 

   2 2

     i tI i Q e , протекающий по про-

воднику во вторичной электрической цепи, 

формирует на электрической нагрузке 2
Z  

разность электрических потенциалов 

 2 2 2

    i t i tU e i Z Q e . Таким образом, 

  2 2 2
   U i Z Q . (2) 

Электрический заряд  2
Q  определя-

ется через аксиальный компонент вектора 

электрической индукции 
   4

3 k
D x  в дефор-

мируемом пьезоэлектрике в области 

3 2 4
 x  следующим образом: 
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      
4

3

4

2 3 1 2 1 2

0

    , ,
b

Q D x x dx dx . (3) 

Как следует из уравнений физического 

состояния деформируемого пьезоэлектрика, 

компоненты вектора электрической индукции 

определяются компонентами тензора упругих 

деформаций. Уровень влияния того или иного 

компонента на электрическое состояние де-

формируемого пьезоэлектрика определяется 

компонентами матрицы пьезоэлектрических 

модулей 


k kij
e e . 

При оговоренном выше способе элек-

трической поляризации пьезокерамического 

стержня матрицы его материальных констант 

имеют следующую конструкцию: 

– матрица модулей упругости 

Ec , ко-

торые экспериментально определяются в ре-

жиме постоянства (равенства нулю) напря-

женности электрического поля (символ E ) в 

объеме деформируемого пьезоэлектрика 

 

11 12 13

22 23

33

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0




E E E

E E

E

E

E

E

E

c c c

c c

c
c

c

c

c

, (4) 

где 11 22 33
 E E Ec c c ; 12 13 23

 E E Ec c c ; 44 55
E Ec c ; 

 66 11 12
2 E E Ec c c ; 

– матрица пьезоэлектрических модулей 

k
e  

 

15

24

31 32 33

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0




k

e

e e

e e e

, (5) 

где  15 24 33 31
2  e e e e ; 31 32 33

 e e e ; 

– матрица диэлектрических проницае-

мостей 
ij

, элементы которой эксперимен-

тально определяются в режиме постоянства 

(равенства нулю) упругих деформаций (сим-

вол  ) в объеме исследуемого пьезоэлектрика 

 

11

22

33

0 0

0



 





  



ij , (6) 

где 11 22 33

       . 

Так как источников и причин, которые 

бы способствовали развитию напряженно-

деформированного состояния сдвига, в пока-

занной на рис. 1 схеме нет по определению, то 

обобщенный закон Гука для различных уча-

стков стержня записывается следующим об-

разом: 
           11 11 11 12 22

     
m m mE E

k k k
x c x c x  

 
       12 33 31 3

  
m mE

k k
c x e E x , (7) 

           22 12 11 22 22
     

m m mE E

k k k
x c x c x  

 
       12 33 31 3

  
m mE

k k
c x e E x , (8) 

           33 12 11 12 22
     

m m mE E

k k k
x c x c x  

 
       33 33 33 3

  
m mE

k k
c x e E x , (9) 

где 1 2 5 , ,...,m  – номер области стержня 

(рис. 1), в которой определяется напряженно-

деформированное состояние; при записи соот-

ношений (7)–(9) одинаковые по величине ма-

териальные константы обозначены, как это 

принято в механике деформируемого твердого 

тела, одинаковыми символами. Символами 
   11


m

k
x , 

   22


m

k
x  и 

   33


m

k
x  обозначены 

деформации сжатия-растяжения в m -й облас-

ти стержня вдоль координатных осей 1
Ox , 2

Ox  

и 3
Ox  (рис. 1) соответственно; 

   3

m

k
E x  – 

аксиальный компонент вектора напряженности 

электрического поля в m -й области деформи-

руемого пьезокерамического стержня. 

Будем рассматривать такой диапазон 

частот смены знака разности потенциалов на 

выходе генератора электрических сигналов, в 

котором длина волны упругих колебаний ма-

териальных частиц стержня соизмерима с его 

длиной L . Так как по определению призма-

тического стержня должны в обязательном 

порядке выполняться сильные неравенства 

1 L  и 1b L , то можно утверждать, 

что в этом диапазоне частот напряженно-

деформированное состояние стержня не ме-

няется в пределах площади его поперечного 

сечения. 

Предположим, что стержень колеблется 

в вакууме и не контактирует с другими мате-

риальными объектами. В этом случае на его 

гранях должны выполняться следующие, обу-

словленные третьим законом Ньютона, соот-

ношения: 
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 
 

1

11
0

0


 
,

m

k
x b

x , (10) 

 
 

2

22
0

0


 
m

k
x

x , 
 
 

2

22
0



 
m

k
x L

x , (11) 

 
 
 

3

33
0

0
 

 
,

m

k
x

x . (12) 

Условия (10) и (12) в рассматриваемом 

диапазоне частот выполняются не только на 

поверхности стержня, но и в любой точке 

внутри его объема. Это позволяет записать 

соотношения (7) и (9) в следующем виде: 
               11 11 12 33 12 22 31 3
      

m m m mE E E

k k k k
c x c x c x e E x , 

       12 11 33 33
   

m mE E

k k
c x c x  

 
       12 22 33 3

   
m mE

k k
c x e E x . (13) 

Из системы уравнений (13) определя-

ются компоненты тензора деформации 
   11


m

k
x  и 

   33


m

k
x : 

         12
11 33 12 22

0

     


E
m mE E

k k

c
x c c x  

     33 31 12 33 3

0

1
 


mE E

k
c e c e E x , 

         12
33 11 12 22

0

     


E
m mE E

k k

c
x c c x  

      11 33 12 31 3

0

1
 


mE E

k
c e c e E x , (14) 

где  
2

0 11 33 12
  E E Ec c c . При записи выраже-

ний (14) было учтено, что физическое состоя-

ние деформируемого пьезоэлектрика остается 

неизменным в пределах площади его попе-

речного сечения. 

Подставляя выражения (14) в соотно-

шение (8), получаем запись обобщенного за-

кона Гука для одноосного напряженного со-

стояния пьезокерамического стержня в облас-

ти низких частот в следующем виде: 

       
           22 2 22 2 31 3 2

   
m m mEx Y x e E x , (15) 

где    
2

11 12 11 33 12 0
2    E E E E E EY c c c c c  – 

модуль Юнга поляризованной вдоль оси 3
Ox  

пьезокерамики для режима одноосного сжа-

тия-растяжения стержня вдоль оси 2
Ox ; 

 31 31 12 31 33 33 11 12 31 33 0

         
E E E Ee e c e c e c c e e  – 

пьезоэлектрический модуль для режима одно-

осного напряженного состояния пьезоэлек-
трического стержня. 

Электрическое состояние деформируе-
мого пьезокерамического стержня определя-
ется вектором электрической индукции 

   m

k
D x , k -й компонент которого в общем 

случае определяется следующим образом [7]: 

     
              
m m m

k k kij ij k kj j k
D x e x E x . (16) 

Поскольку сдвиговые деформации в 
рассматриваемом пьезокерамическом стержне 
отсутствуют по определению, постольку из 
общей формулировки (16) можно, принимая 
во внимание структуру матриц (5) и (6), запи-
сать следующие расчетные формулы: 

       1 11 1

 
m m

k k
D x E x , 

 
       2 11 2

 
m m

k k
D x E x , (17) 

           3 31 11 22
     
 

m m m

k k k
D x e x x  

 
       33 33 33 3

   
m m

k k
e x E x . (18) 

Так как на гранях 1
0 ,x b  и 2

0 ,x L  

должны выполняться условия [8] 

   
1

1
0

0



,

m

k
x b

D x , 
   

2

2
0

0



,

m

k
x L

D x , 

то 
   1

0
m

k
E x  и 

   2
0

m

k
E x  на поверхно-

сти и в объеме деформируемого пьезокерами-
ческого стержня. Отсюда следует, что 

       1 2
0   

m m

k k k
D x D x x V , где V  – 

объем призматического стержня. 
Таким образом, электрическое состояние 

деформируемого пьезокерамического стержня 
определяется аксиальным компонентом 

   3 2

m
D x  вектора электрической индукции, 

величина которого не зависит от значения ко-

ординаты 3
x . По этой причине фундаменталь-

ное условие отсутствия свободных носителей 

электричества 
       3 3

0   
m m

k k
div D x D x x  

выполняется автоматически. Подставляя в 
соотношение (18) выражения (14), получаем 
описание электрической поляризации пьезо-
керамического стержня для режима одноос-
ного напряженного состояния: 

 
           3 2 31 22 2 33 3 2

    
m m m

D x e x E x , (19) 

где  2 2

33 33 31 33 33 11 31 33 12 0
2       E E Ee c e c e e c  

– диэлектрическая проницаемость для режима 
постоянства (равенства нулю) механических 

напряжений 
   11


m

k
x  и 

   33


m

k
x . 
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В областях № 1, № 3 и № 5, где отсут-

ствует электродирование на поверхности 

3
 x , электрическая индукция 

   3 2

n
D x  

( 1 3 5 , ,n ) равна нулю на поверхности 

3
 x  и, как следствие, в любой точке объе-

ма n -й области. Приравнивая нулю левую 

часть выражения (19), приходим к выводу, 

что в этих областях 
       3 2 31 22 2 33

    
n n

E x e x . 

При этом обобщенный закон Гука для n -й 

области записывается в следующем виде: 

 
       22 2 22 2

  
n nDx Y x , (20) 

где  
2

31 33

   D EY Y e  – модуль Юнга для 

режима постоянства (равенства нулю)  

электрической индукции в деформируемом 

пьезоэлектрике. 

Для того, чтобы определить аксиальный 

компонент 
   3 2

k
E x  ( 2 4 ,k ) вектора напря-

женности электрического поля под электрода-

ми первичной и вторичной электрической цепи 

пьезоэлектрического трансформатора, запи-

шем 
       3 2 2 3 3

   ,
k k

E x x x x , где 

   2 3
 ,

k
x x  – скалярный потенциал электри-

ческого поля в k -й области деформируемого 

пьезокерамического стержня. Подставляя это 

определение в соотношение (19) и интегрируя 

полученный результат по переменной 3
x  в 

пределах от нуля до  , приходим к выводу, 

что  

 
       

 

3 2 31 22 2 33

    


k
k k U

D x e x , (21) 

где 
 k

U  – амплитудное значение электричес-

кого потенциала на поверхности 3
 x  в k -й 

области. Очевидно (рис. 1), что 
 2

0
U U , а 

 4

2
U U . Сравнивая два физически эквива-

лентных определения электрической индукции 
   3 2

k
D x , т. е. приравнивая друг другу правые 

части выражений (19) и (21), получаем форму-

лы для расчета амплитудного значения акси-

ального компонента вектора напряженности 

электрического поля в областях № 2 и № 4: 

     
   2

3 2 0
  E x U , 

   4

3 2 2
  E x U . (22) 

Таким образом, амплитудные значения 

механических напряжений в областях стерж-

ня под электродами первичной и вторичной 

электрической цепи трансформатора рассчи-

тываются по следующим формулам: 

       2 2 0

22 2 22 2 31

   


E U
x Y x e , 

 
       4 4 2
22 2 22 2 31

   


E U
x Y x e . (23) 

Деформации сжатия-растяжения вдоль 

оси 2
Ox , т. е. величины 

   22 2


k
x  

( 1 2 3 4 5 , , , ,k ), определяются через ампли-

тудное значение продольного компонента 
   2 2

k
u x  вектора смещения материальных 

частиц k -го участка пьезокерамического 

стержня. При этом 
       22 2 2 2 2
   

k k
x u x x . 

Упругие смещения 
   2 2

k
u x  из положения 

равновесия материальных частиц стержня 

удовлетворяют уравнению установившихся 

гармонических колебаний 

 

       22 2 2

0 2 2

2

0
 

   


k

kx
u x

x
, (24) 

где 0
  – плотность пьезокерамики. 

Подставляя определение механических 

напряжений 
   22 2


k

x  на различных участках 

пьезокерамического стержня в уравнение 

(24), записываем его общее решение в сле-

дующем виде: 
   1

2 2 1 2 2
   sin cosu x A x B x , 

   2

2 2 2 2 3 2
   sin cosu x A x A x , 

   3

2 2 4 2 5 2
   sin cosu x A x A x , 

   4

2 2 6 2 7 2
   sin cosu x A x A x , 

 
   5

2 2 8 2 9 2
   sin cosu x A x A x , (25) 

где 1 9
,...,A A  и B  – подлежащие определе-

нию константы; 0
    DY , 0

    EY  

– волновые числа продольных колебаний ма-

териальных частиц пьезокерамики на участ-

ках без электродного покрытия поверхности 

3
 x  и на электродированных участках 

стержня соответственно. 

При любом способе закрепления пьезо-

керамического стержня на условных грани-

цах, выделенных в процессе расчетов облас-

тей, должны выполняться условия динамиче-

ского и кинематического сопряжения реше-

ний (25). Эти условия записываются в сле-

дующем виде: 
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       1 2

22 1 22 1
   , 

       2 3

22 2 22 2
   , 

 
       3 4

22 3 22 3
   , 

       4 5

22 4 22 4
   ,(26) 

       1 2

2 1 2 1
u u , 

       2 3

2 2 2 2
u u , 

 
       3 4

2 3 2 3
u u , 

       4 5

2 4 2 4
u u ,(27) 

Условия на границах 2
0x  и 2

x L  

определяются способом закрепления торцов 

стержня. Предположим, что торцы стержня 

свободны от контактов с другими материаль-

ными объектами. Из этого следует, что на 

поверхностях 2
0x  и 2

x L  должны вы-

полняться, как этого требует третий закон 

Ньютона, следующие условия: 

 
   1

22
0 0  , 

   5

22
0 L . (28) 

Несложно подсчитать, что общее число 

условий (26)–(28) в точности соответствует 

числу искомых констант. 

Для завершения построения математи-

ческой модели стержневого трансформатора 

необходимо в явном виде определить кон-

станты 1 9
,...,A A  и B . Из первого граничного 

условия (28) с очевидностью следует, что 

константа 0B . Оставшиеся девять кон-

стант 1 9
,...,A A  определяются из восьми ус-

ловий (26), (27) сопряжения решений (25) 

уравнения (24) и второго граничного условия 

(28). Подставляя в эти условия определения 

напряжений 
   22 2


k

x  и продольных смеще-

ний 
   2 2

k
u x , получаем следующую систему 

линейных алгебраических уравнений 

 
ij j i

m A P , 1 2 9, , ,...,i j , (29) 

где ij
m  – частотно зависимые коэффициенты, 

числовые значения которых определяются 

следующим образом: 

11 1
   sinDm Y ; 12 1

   cosEm Y ; 

13 1
  sinEm Y ;  14 19

0 m m ; 21
0m ; 

22 2
  cosEm Y ; 23 2

   sinEm Y ; 

24 2
   cosDm Y ; 25 2

  sinDm Y ; 

 26 29
0 m m ;  31 33

0 m m ; 

34 3
  cosDm Y ; 35 3

   sinDm Y ; 

36 3
   cosEm Y ; 37 3

  sinEm Y ; 

 38 39
0 m m ;  41 45

0 m m ; 

46 4
  cosEm Y ; 47 4

   sinEm Y ; 

48 4
   cosDm Y ; 49 4

  sinDm Y ; 

51 1
 cosm ; 52 1

  sinm ; 53 1
  cosm ; 

 54 59
0 m m ; 61

0m ; 62 2
 sinm ; 

63 2
 cosm ; 64 2

 sinm ; 65 2
  cosm ; 

 66 69
0 m m ;  71 73

0 m m ; 74 3
 sinm ; 

75 3
 cosm ; 76 3

  sinm ; 77 3
  cosm ; 

 78 79
0 m m ;  81 85

0 m m ; 86 4
 sinm ; 

87 4
 cosm ; 88 4

  sinm ; 89 4
  cosm ; 

 91 97
0 m m ; 98

  cosDm Y L ; 

99
   sinDm Y L ; 1 31 0

 P e U ; 2 31 0

  P e U ; 

3 31 2

 P e U ; 4 31 2

  P e U ;  5 9
0 P P . 

Из конструкции системы уравнений (29) 

с очевидностью следует, что напряженно-

деформированное состояние стержня на всех 

без исключения его участках зависит одно-

временно от амплитудных значений потен-

циалов 0
U  и 2

U , т. е. от потенциалов на элек-

тродах первичной и вторичной электрической 

цепи пьезоэлектрического трансформатора. 

Последнее означает, что потенциалы 0
U  и 2

U  

связаны между собой линейной зависимо-

стью. Эта зависимость является формальным 

(математическим) описанием акустической 

(механической) связи, которая существует в 

сплошном пьезокерамическом стержне между 

волновыми полями (материальными частица-

ми) на его различных участках. 

Для того, чтобы определить коэффици-

ент связи между амплитудными значениями 

потенциалов 0
U  и 2

U , построим выражение 

для расчета потенциала 2
U . 

В соответствии с расчетной схемой, ко-

торая показана на рис. 1, необходимо запи-

сать, что 

 2 2 2
U Z I , (30) 

где 2
I  – амплитудное значение тока в про-

воднике вторичной электрической цепи пье-

зоэлектрического трансформатора. Ранее бы-

ло показано [7], что 2 2
  I i Q , где 2

Q  – 

амплитудное значение электрического заряда 

на электроде вторичной электрической цепи. 

Очевидно, что 

 
   

4

3

4

2 3 2 2
  ,Q b D x dx . (31) 
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Подставляя в определение (31) расчет-

ную формулу (21), получаем следующий ре-

зультат: 

         4 4 2
2 31 2 4 2 3 4 3 33

            

U
Q b e u u  

   31 6 4 3 7 4 3

           sin sin cos cosbe A A  

 4 2

 C U , (32) 

где  4 4 3 33

    C b  – динамическая 

электрическая емкость участка пьезокерами-

ческого стержня под электродом вторичной 

электрической цепи. 

Константы 6
A  и 7

A  определяются из 

системы уравнений (29) следующим образом: 

31 0 31 2

6 1 2

 

    
 

e U e U
A , 

 
31 0 31 2

7 3 4

 

   
 

e U e U
A , (33) 

где  1 61 62 0
      ;  2 63 64 0

      ; 

 3 71 72 0
      ;  1 73 74 0

      ; 
ij

 – 

алгебраические дополнения – определители 

матриц размером 8 8 , которые получаются в 

результате вычеркивания i -го столбца и j -й 

строки из матрицы размером 9 9 , состав-

ленной из коэффициентов при константах j
A  

в системе уравнений (29); 0
  – определитель 

матрицы 9 9  из коэффициентов при кон-

стантах j
A , т. е. главный определитель сис-

темы уравнений (29). 

Подставляя соотношения (33) в опреде-

ление (32) амплитудного значения электриче-

ского заряда 2
Q , можно записать следующее 

   2 4 2 2 4 0 0

      Q C U C U , 

где  

 
 

 
 

2

31

2 4 4 3

4 3 33




        
cos cos

e
 

 3 4 3
1    sin sin ; 

 
 

 
 

2

31

0 2 4 3

4 3 33




        
cos cos

e
 

 1 4 3
     sin sin . 

Так как  

   2 4 2 2 4 2 02 0

         I i C Z U i C Z U , то 

после подстановки амплитудного значения 

тока 2
I  в определение (30) получаем сле-

дующее равенство: 

   2 4 2 2 4 2 0 0
1            U i C Z i C Z U , 

откуда следует, что 

  2 0 0
   U U , (34) 

где  0
   – коэффициент обратной акустиче-

ской связи, числовые значения которого рас-

считываются по формуле 

  
 
 

4 2 0

0

4 2 2
1





  
  

   

i C Z

i C Z
. (35) 

Очевидно (см. рис. 1), что амплитудное 

значение потенциала 0
U  определяется сле-

дующим образом: 

 

   
   

1

1

0 1

1




 

эл

эл

U Z
U

Z Z
, (36) 

где 
   1


эл

Z  – электрический импеданс участ-

ка пьезокерамического стержня под электро-

дом первичной электрической цепи пьезо-

электрического трансформатора. 

Определим электрический импеданс 
   1


эл

Z . Эта операция фактически завершает 

построение математической модели стержне-

вого пьезоэлектрического трансформатора. 

Из общеизвестного закона Ома для уча-

стка электрической цепи следует, что 

 
   1 0

1

 
эл

U
Z

I
, (37) 

где 1
I  – амплитудное значение электрическо-

го тока в проводнике первичной электриче-

ской цепи. Так как 1 1
  I i Q , а электриче-

ский заряд 1
Q  определяется через электриче-

скую индукцию 
   2

3 2
,D x , то 

  
       2 2

1 31 2 2 2 1 2 0

       
 

I i be u u i C U , (38) 

где  2 2 1 33

    C b  – динамическая 

электрическая емкость участка пьезокерами-

ческого стержня под электродом первичной 

электрической цепи пьезоэлектрического 

трансформатора. 

Коэффициенты 2
A  и 3

A , определяю-

щие продольные смещения материальных 

частиц стержня в сечениях 2 1
x  и 2 2

x , 

рассчитываются по следующим формулам: 

31 0 31 2

2 1 2

 

    
 

e U e U
A , 
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31 0 31 2

3 3 4

 

   
 

e U e U
A , (39) 

где  1 21 22 0
      ;  2 23 24 0

      ; 

 3 31 32 0
      ;  1 33 34 0

      . 

Подставляя определения (39) констант 

2
A  и 3

A  в формулу для расчета смещения 

   2

2 2
u x  материальных частиц стержня, а по-

лученные результаты – в соотношение (38), 

получаем следующий результат: 

  1 2 0 1

    I i C U , (40) 

где  

 
 

 
   

2

31

1 1 0 2 2 1

2 1 33




               

sin sin
e

   3 0 4 2 1
1            cos cos . 

Принимая во внимание определение 

(40) амплитудного значения тока в проводни-

ке первичной электрической цепи, из соотно-

шения (37) находим электрический импеданс 

   
 

1

2 1

1


 
   

эл
Z

i C
, 

после чего из соотношения (36) получаем 

расчетную формулу для амплитудного значе-

ния потенциала 0
U  

 
 

1

0

2 1 1
1 


   

U
U

i C Z
. (41) 

Подставляя выражение (41) в соотно-

шение (34), находим расчетную формулу для 

потенциала 2
U , после чего можно записать 

выражение (1) для расчета коэффициента 

трансформации    ,  в следующем виде: 

  
 

 
02

1 2 1 1
1 

 
     

   
,

U

U i C Z
. (42) 

Аналитическая конструкция (42) явля-

ется математической моделью стержневого 

пьезоэлектрического трансформатора, прин-

цип действия которого предполагает исполь-

зование продольных колебаний в призматиче-

ском стержне, расчетная схема которого пока-

зана на рис. 1. 

Выводы. Основной результат данной 

статьи можно зафиксировать следующим 

образом: получена математическая модель 

стержневого пьезоэлектрического 

трансформатора, принцип действия которого 

предполагает использование продольных 

колебаний в призматическом стержне. 
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MATHEMATICAL MODELING OF ROD TYPE PIEZOELECTRIC TRANSFORMER 
 

The relevance of the use of various functional elements of piezoelectronics in power and infor-

mational systems is explained, first of all, by their high reliability, as well as small dimensions and 

weight, which greatly facilitates the solution of the problem of miniaturization of such systems. 

The purpose of this article is to build a mathematical model of rod type piezoelectric transformer. 

Currently, there are no reliable and valid methods of constructing of mathematical models of 

piezoelectric transformers, which could be used as a theoretical basis for characteristics and parame-

ters calculating of this class of functional elements of modern piezoelectronics. 

The main result of this article can be fixed as follows: mathematical model of rod type piezo-

electric transformer, the principle of operation of which involves the use of longitudinal vibrations in 

prismatic rod, is obtained. 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНОГО ТРАНСФОРМАТОРА СТРИЖНЕВОГО ТИПУ 

 

Актуальність застосування різних функціональних елементів п’єзоелектроніки в силових 

та інформаційних системах пояснюється, перш за все, їх високою надійністю, а також мали-

ми габаритами і вагою, що значною мірою полегшує вирішення проблеми мініатюризації таких 

систем. 

Основною метою статті є побудова математичної моделі п’єзоелектричного трансфор-

матора стрижневого типу. 

http://www.hydrodevices.kiev.ua/
http://www.hydrodevices.kiev.ua/
http://www.hydrodevices.kiev.ua/
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Нині існує потреба у створенні цілісної методики побудови математичних моделей 

п’єзоелектричних трансформаторів, яка могла б використовуватися як теоретична основа 

розрахунку їх характеристик і параметрів. 

Основний результат статті можна зафіксувати в такий спосіб: отримано математич-

ну модель стрижневого п’єзоелектричного трансформатора, принцип дії якого передбачає 

використання поздовжніх коливань у призматичному стрижні. Показано основні особливості 

математичного моделювання п'єзоелектричних трансформаторів, розглянуто найпростішу 

конструкцію трансформатора у вигляді призматичного стрижня з прямокутним поперечним 

перерізом, виготовленого з поляризованої п'єзокераміки. Напружено-деформований стан 

стрижня на всіх без винятку його ділянках залежить одночасно від амплітудних значень по-

тенціалів на електродах первинного і вторинного електричних кіл п'єзоелектричного транс-

форматора. Це означає, що потенціали пов'язані між собою лінійною залежністю. Ця залеж-

ність є формальним (математичним) описом акустичного (механічного) зв'язку, який існує в 

суцільному п'єзокерамічному стрижні між хвильовими полями (матеріальними частинками) на 

його різних ділянках. 

Ключові слова: п’єзоелектричний стрижневий елемент, фізичні процеси, математична 

модель. 


